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Abstract 

Let V be a mixed characteristic complète discrète valuation ring, J" a separated smooth formai 
scheme over V, P its spécial fiber, X a smooth closed subscheme of P, T a divisor in P such that 
Tx = T nX is a divisor in X and VlpÇ^T) the weak completion of the sheaf of differential opera- 
tors on T with overconvergent singularities along T. We construct a fuUy faithful functor denoted 
by spx^T T + from the category of isocrystal on X\Tx overconvergent along Tx into the cate- 
gory of cohérent T)lp('T) ®i Q-modules with support in X. Next, we prove the commutation of 
sPx^î' T + with (extraordinary) inverse images and dual functors. Thèse properties ai^e compatible 
with Frobenius. 
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Introduction 

Soient V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques (0, p) et de corps résiduel 
k, T un V-schéma formel séparé et lisse, P sa fibre spéciale, T un diviseur de P,U : = P\T et F la. puissance 
5-ième du Frobenius absolu de P, avec s un entier fixé. On désigne par 'D^p('T)q, Vanneau des opéra- 
teurs différentiels sur T de niveau fini à singularités surconvergentes le long de T (voir [Ber96a, 4.2.5]). 
Lorsque le diviseur T est vide, on ne l'indique pas. On obtient la notion de D-modules arithmétiques sur 
U à singularités surconvergentes le long de T (lorsque T est propre, il n'est pas nécessaire de préciser T), 
i.e., de î)Jp(^r)(g)-modules (toujours à gauche par défaut). Pour illustrer ce fait, rappelons que Berthelot a 
construit un foncteur canonique, noté sp^, pleinement fidèle de la catégorie des isocristaux sur U surcon- 
vergent le long de T dans celle des î)j,(^r)iQ-modules cohérents (voir [Ber96a, 4.4.5]). Il a aussi défini la 
catégorie des F-Dy('''r)Q-modules (cohérents) de la façon suivante : les objets sont les couples (M,(|)), oîi 
M est un î)jp(tr)Q-module (cohérent) et (|) un isomorphisme î)3p(^r)Q-linéaire F*M M. Les flèches 
(M,(|)) (M',(|)') sont les morphismes !D3p(^r)Q-linéaires M ^ M' commutant à Frobenius. En constru- 
isant de même les F-isocristaux surconvergents, il a établi dans [BerOO, 4.6] que le foncteur sp^ commute 
aux actions de Frobenius. La conjecture de Berthelot [Ber02, 5.3.6.D] implique que l'image essentielle par 
sp^ des F-isocristaux sur JJ surconvergents le long de T est incluse dans la catégorie des F-Dj,Q-modules 

holonomes (cela a un sens grâce à l'homomorphisme canonique Dj, ^ — > T>lp{}T)q). Afin de valider ce genre 
de propriétés de finitude, le théorème de désingularisation de de Jong ([dJ96]) fournit un outil très puissant 
en permettant de se ramener au cas où le diviseur T est lisse (voir par exemple la preuve par Berthelot de 
la cohérence différentielle de l'algèbre des fonctions à singularités surconvergentes [Ber96b]). La difficulté 
technique de cet outil est qu'en altérant P, on obtienne des variétés lisses non nécessairement relevables 
mais se plongeant comme sous-schéma fermé dans un V-schéma formel lisse. D'où l'intérêt concernant une 
extension à cette situation géométrique que l'on appellera « cas lisse non relevable » ou simplement « cas 
Usse ». Cette généraUsation est une première étape dans le problème de la construction de D-modules arith- 
métiques associés aux isocristaux surconvergents. Dans [Car05b], nous donnerons une seconde construction 
dans une situation géométrique différente et complémentaire de la présente. 

Détaillons à présent les résultats de cet article. 

Dans une première partie, nous établissons la transitivité, pour la composition de morphismes propres, 
des morphismes d'adjonction entre images directes et images inverses extraordinaires. Nous en déduisons 
en particuUer que l'isomorphisme canonique (i.e., celui construit directement à la main : 1.1.2.1) de com- 
position des images directes utilisé ici est le même (dans le cas de morphismes propres) que celui construit 
dans [Car05c, 1.2.15], qui utihse le déhcat théorème de duaUté relative. D'oîi une unification de ces deux 
constructions (voir 1.2.9). 

Soit X un sous-schéma fermé k-lisse de P tel que TdX soit un diviseur de X. Dans la deuxième partie de 
cet article, nous construisons un foncteur pleinement fidèle, noté sp;^^^ j- de la catégorie des isocristaux 
sur X \ (r nX) surconvergents le long de T CiX dans celle des !Dg,(''^r)Q-modules cohérents à support dans 
X. Expliquons comment est construit spx^v t + ■ Lorsque X ^ P se relève en un morphisme de V-schémas 
formels lisses u : X 7, on le définit en posant spx'^9.T,+ '= "r,+ ° sp^, où sp : !P le morphisme de 

spécialisation de la fibre générique de J (en tant qu'espace analytique rigide) dans "P et où ut,+ est l'image 
directe par u à singularités surconvergentes le long de T. Or, comme X est lisse, X ^ P se relève localement. 
Il s'agit alors de procéder par recollement. 

Nous avions construit un isomorphisme de commutation du foncteur pleinement fidèle sp^ aux foncteurs 
duaux respectifs (voir [Car05a]). Pour les recoller, il s'agit alors d'établir la compatibihté de cet isomor- 
phisme de commutation aux foncteurs images inverses (extraordinaires) par une immersion ouverte. Cela 
fait l'objet du troisième chapitre. 

Dans une quatrième partie, nous prouvons la commutation de sp^^y ^ _,_ aux foncteurs restrictions, im- 
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âges inverses extraordinaires et foncteur dual. La vérification la plus technique est celle concernant le fonc- 
teur dual. Nous construisons pour cela un isomorphisme de commutation des foncteurs duaux aux images 
inverses extraordinaires par une immersion. Pour valider sa transitivité, nous utilisons celle prouvée dans le 
premier chapitre. Dans sa procédure de recollement, nous nous servons aussi du troisième chapitre. 

Le théorème de pleine fidéUté de Kedlaya du foncteur associant à des F-isocristaux surconvergents les 
F-isocristaux convergents correspondants (voir [Ked04]) et celui de Tsuzuki sur les restrictions (voir [Tsu02, 
4. 1. 1]) simplifie, lorsque l'on se restreint aux F-isocristaux surconvergents, la vérification de la commutation 
de spx^j>j,+ aux foncteurs cohomologiques ci-dessus. Ces théorèmes nous ramènent sans difficulté au cas 
oùX '-^ P se relève, ce qui évite les tracas engendrés par les recollements (transitivité etc.). Ainsi, lorsque 
l'on dispose de structures de Frobenius, le premier et le troisième chapitre devieiment superflus. 

Pour illustrer la maniabiUté de la construction de sp^^y _,_ (et son utiUté), nous obtenons la cohérence, 
en tant que ^-module, de l'image par spx^yj,+ de la catégorie F-isocristaux unités (i.e. dont les pentes 
de Frobenius sont nulles) sur X\{T nX) surconvergents le long de T nX. La preuve utilise le théorème de 
désingularisation de de Jong ([dJ96]) et le théorème de monodromie valable pour les F-isocristaux surcon- 
vergents unités (voir [Tsu02]). Cette technique est prometteuse et n'attend que des théorèmes de monodromie 
plus généraux. 

Remerciements 

Je remercie P. Berthelot pour une erreur qu'il a décelée dans la précédente procédure de recollement 
permettant de construire sp^-^^j 7- +. 

Notations 

Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : les schémas formels seront notés par 
des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par les lettres romanes correspondantes. De plus, 
la lettre V désignera un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel k de caractéristique p >0, 
de corps de fractions K de caractéristique 0, d'idéal maximal m et Jl une uniformisante. On fixe un entier 
naturel 5 ^ 1 et on désigne par F la puissance 5^-ième de l'endomorphisme de Frobenius. Les modules sont 
par défaut des modules à gauche. Si X est un schéma ou schéma formel, on note dx la dimension de KruU 
de X etcùx = le faisceau des différentielles de degré maximum. S'il existe un système de coordonnées 
locales ti,...,t(i (sur un schéma ou schéma formel), on notera, pour tous ? = 1 , . . . , x, = 1 ® — (Xi 1 et 3,- 
les dérivations correspondantes. Pour tout k G N'', on pose := xj*"'^ • := 8f*'> ■ • ■3^^''^. Si 

£ est un faisceau abélien, on écrit £q := £ (S)z Q- 

• Les indices qc, tdf, coh et parf signifient respectivement quasi-cohérent, de Tor-dimension finie, co- 
hérent et parfait tandis que D^, D+ et D désignent respectivement les catégories dérivées des complexes 
à cohomologie bornée, bornée inférieurement et bornée supérieurement. Enfin, si A est un faisceau d'an- 
neaux, les symboles ^A, ''A puis *A se traduisent respectivement par ^l-module « à gauche », « à droite » puis 
« à droite ou à gauche » (par exemple, D{'^A) indique la catégorie dérivée des complexes de ^l-modules à 
gauche). Si A et B sont deux faisceaux d'anneaux (sur un même espace topologique), on notera ^(.,qc) {'A, *!B), 
la sous catégorie pleine de £)(*yi,*!B) formée des complexes parfaits à droite (resp. de Tor-dimension finie à 
droite). De même en mettant le point à droite et en remplaçant « droite » par « gauche » ou « tdf » par « qc » 
etc. Comme les catégories de complexes sont par défaut les catégories dérivées, on écrit Hom_4(— , — ) pour 
Homo(yi) (-,-). 

Soit / : y ^ y un morphisme de V-schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que f^^{T) soit un 
diviseur de P'. On notera fi: P- ^ Pi, la réduction de / modulo m'"'"^ En particuUer, on obtient /o : F' — > P. 
Pour tout entier m ^ 0, nous reprenons les constructions de Noot-Huyghe (voir [NH98, 2.1]) concernant les 
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faisceaux de la forme 'B^^\T) ou B^T^T). En notant D^^^T) := 'B^^"'>{T) Tip, avec («™)™eN une 
suite d'entiers telle que ^ m, on construit la catégorie des complexes quasi-cohérents LDq q^(Œ)y''(r)) 
(voir [Car05c, 1.1] et [Ber02, 4.2]). On prendra par défaut la suite «„, = m. On écrira OyÇ'T)Q pour le 

faisceau des fonctions sur à singularités surconvergentes le long de T (voir [Ber96a, 4.2.4.2]). Les produits 

t 

tensoriels internes pour ces complexes quasi-cohérents seront notés — (gj^^^t^j — (voir 4.3.2). On note Um : 

ZZ)Qqj.(!Dy^(r)) D{T)îp qC^T)) le foncteur canonique (voir [Ber02, 4.2.2] lorsque le diviseur est vide, 
mais la construction est similaire). De plus, nous désignerons respectivement par ff, fT+ les foncteurs image 
inverse extraordinaire, image directe par / à singularités surconvergentes le long de T (voir [Ber02, 3.4, 3.5, 
4.3] et [Car05c, 1.1.5]). Pour ces deux opérations cohomologiques, lorsque l'on aura affaire à des complexes 
de bimodules, pour préciser quelle structure nous choisissons dans leur calcul, on mettra un indice « g » 
(resp. « d ») en bas pour indiquer la structure gauche (resp. droite). En outre, si Z est un sous-schéma fermé 
de P, RF^ sera le foncteur cohomologique local à support strict dans Z (au sens de [Car04b, 2.2.6]) et (^Z) 
le foncteur restriction ([Car04b, 2.2.6]). Si T' C T sont deux diviseurs de P, on notera abusivement ('T) à 
la place de (^T, T'). Pour tout diviseur T de P, nous désignerons par DÎp j, Dyj- ou simplement par Dj-, le 

foncteur dual 2)y(^r)Q-linéaire (voir 3.2.1). Lorsque T est l'ensemble vide, nous omettrons de l'indiquer 
dans les opérations cohomologiques ci-dessus. 

Convention 

Soit A un faisceau d'anneaux et £ un A-bimodule à gauche. Pour calculer les termes de la forme — ®ji £ 

ou IKomyi(— , £), on prendra par défaut la structure gauche de £. De plus, si M est un yi-bimodule à droite, 
pour calculer JAÇ^a — (resp. J{omyi(— ,3V[)), nous choisissons par défaut la structure droite (resp. gauche) 
de M. De même pour les complexes. 

1. Transitivité du morphisme d'adjonction entre image directe et image inverse extraordinaire 

Nous vérifions ici que la transitivité pour la composition de morphismes propres de l'isomorphisme de 
dualité relative implique celle des morphismes d'adjonction entre image directe et image inverse extraordi- 
naire. Cette transitivité nous permettra dans un prochain chapitre d'étabUr la transitivité de l'isomorphisme 
de commutation des foncteurs duaux aux images inverses extraordinaires par une immersion (voir 4.2.8). 

1.1 Cas des schémas 

Soient 5 un schéma noethérien de dimension de KruU finie, f :Y X Qi g : Z deux 5-morphismes 
propres de 5-schémas fisses. On rappelle que ©[T^^ est le (Dy"'' , ' D^™^ )-bimodule f*'D^\ où f* désigne 
l'image inverse en tant que O^-module. Pour la définition des images inverses extraordinaires et images 
directes, nous renvoyons à [Ber02, 2.2 et 2.3]. On pourra identifier /'D^™^ avec V^y'^^idY /x]- 
1.1.1. Soient Ax un faisceau d'anneaux sur X. Comme Y est noethérien, le foncteur /* est de dimension 
cohomologique finie et induit le foncteur R/* : D{f~^Ax'^) D{Ax'^). Pour tous £ G AdfjqcC^-^z) et G 
D{f~^Ax^), on notera 

proj^ : Rf.S'^XE^Rf^S'^'^-.j^J-'E) 

l'isomorphisme de projection ou ceux qui s'en déduisent par fonctoriaUté. De même, en remplaçant / par g 
etc. Il pourra aussi se noter proj. 

De plus, nous désignerons par (gi les isomorphismes de la forme [Car05a, 2.1.12.(1)] ou ceux qui s'en 
déduisent par fonctoriahté. 

1.1.2 Isomorphismes canoniques de composition. Les images directes par / de complexes de Dy- 
modules à droite (resp. à gauche) seront notés (resp. /^). Si aucune ambiguïté n'est à craindre, on les 
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notera simplement /+. 

Pour tout S G ^coh(-^z"'^)' dispose d'un isomorphisme canonique og^(S) f°g+{S) fonctoriel 
en S- Celui-ci est le composé suivant : 



>Z^y) ^qjç) ^Y^'. 



projg 

oîi l'avant dernier isomorphisme découle de l'isomorphisme canonique l'^'^y (8>'^ j (;„) g'^T^^l^x "^z^x- 

En tordant les structures de droite à gauche, il en découle, pour tout S G £'coh(*-^z"^)' l'isomorphisme canon- 
ique/|ogS+(g)^/ogg(g). 

De plus, si £ G D^ohi^'^x'^)^ dispose de g'of'[E) — ^ (/og)'(£) via les isomorphismes : 

1.1.3. Soient £ G £>5e,tdf('^?^) e Z)^ohC^F"')- D'après Virrion (voir [Vir04]), on dispose de l'isomor- 
phisme 

4w:Kom^p{3^,'D'Ç'^)[dY] ^ M?{om^w(/^(î-),2)?^)[Jx], (1.1.3.1) 
que l'on notera ici Xj. Elle en déduit le composé suivant : 

MJCom^H (/+(:?),£) 



-MJ{om w (/+(3^), <W £^/+MJ{om H ©fO ®l;w £[^y/x] 



que l'on notera 



^M/,(M?{om H (:?,/=a^r) < i^H /"'£) 

projy -^F / 

^R/*M:Kom-_w(^,/'£), (1.1.3.2) 



5/ : R5{om^w(/+(9'),£) ^ ^/*K:Kom^w(3^,/'£). (1.1.3.3) 



Lemme 1.1.4. Soient £ G ^gctafC^^D et?' G D^^hC^D- diagramme suivant : 



ROiom^i„){U{^),£.)^ M?{cm^w(/+(Î-),D?^)®^(„) £ (1.1.4.1) 



|5/ j5/ 



est commutatif. 



Démonstration. Par construction de 5/ (1.1.3.2), cela découle du fait que, pour tout S G D{f ^î)^^''), le 
morphisme composé canonique : R/^S (g)'^ dJ"^ ^ M/*(g /"^D?^) ^ R/*g est l'isomor- 
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phisme canonique RfS ®^ M/^S. 

Proposition 1.1.5. Soient £ g £>qc,tdfC^?') et S g i^cohC^^z"^)- diagramme suivant 

R?£om^„ (/+ o g+ (S) , £) M?{om^,„,) (/ o g+(g), £) 



□ 



(1.1.5.1) 



R/,%*MJ{om^w(g,g'/'£) 



.M/og,M?{om^„(g,/og!£), 



où les isomorphismes horizontaux dérivent par fonctorialité des isomorphismes canoniques de composition 
de 1.1.2, est commutatif. 



Démonstration. Considérons le diagramme 

M:Kom^„(/og+(g),£) 



RMom^i^){fog+{3),Dr) 



MJ{om^w(/+og+(g),£) 



3iom^(,„){f+og+{c,),D^^ 



,(»>) 



fog 



M/og,MJ{om^„(g,/og!£) 





5go5/ 


igioproj y 


'S 



Ofog 



.RfogMom^^iSJog'-'D'^ 



Rf,Rg,WKom (S,g'/'£) M/*Mg.R?{om „ (g,g'/'l3?^) £, 



OÙ le carré de gauche est 1.1.5.1 tandis celui de droite se déduit de 1.1.5.1 appliqué à £ = T>^^\ Comme 
les flèches sont des isomorphismes, il suffit donc de vérifier que les carrés de droite, du haut, du fond et le 
composé de celui de devant avec celui du bas sont commutatifs. 

D'après 1.1.4.1, le carré du fond est commutatif. Par fonctorialité, celui du haut l'est aussi. Afin de 
vérifier celle du carré de droite, nous aurons besoin du lemme suivant. 
Lemme 1.1.6. Pour tout g G £>coh('^z"^)' diagramme qui suit 



(1.1.5.2) 



R5{£;m^„(/+og+(g),î)^' 



(m) s 



/+M?{om^(„,(g+(g),î)f"))[^/y/x 



f+g+WKom^(„,{^Mz'^)[dzix\ 



.MJ{om^w(/og+(g),î)J")) 
/og+MJ{om^„(g,Œ)^'"')[Jz/x 



R/,M?{om^(„)(g+(g),/!î)J'^ 

R/,Rg*M5{om^W (g,g'/'2)?^) 
est commutatif. 





og,R5<£,m^„(g,/og!Œ)J")) 



Démonstration. Le rectangle du fond est commutatif par transitivité en / des isomorphismes X/ (voir 
[Ber02, 2.5.9]). Par construction de bg (voir 1.1.3), le diagramme 



WKom^p{g+{^),fDP) 
Mg.MJ{om^„(g,g!/'a)?^) 



.M?{om^„(g+(g),D('"))®^(„)/'DÎ"^ ^^^^^^ 



igioproj.oS 



■'Y 

. g+WKom^p (g, Œ^ir^) Mx'^ [dz/y]. 
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est commutatif. En appliquant M/^ à 1.1.6.1, on obtient le carré de gauche de 1.1.6, qui est donc commutatif. 
Le carré du bas de 1.1.6 correspond (via 1.1.2.1) au contour de 



\ I 
M/og,MJ{om^„(g,/og!Dj')). M/og,(M5{om^„(g,Œ)W)®l-,„)/og!4'")) 

(1.1.6.2) 

Le carré du bas de 1.1.6.2 est commutatif par fonctorialité. On vérifie par fonctorialité ou transitivité la 
commutativité du diagramme suivant 

\, nrni _ nrni _ 



Z ^ K Z Z 



*, on 
□ 



j(8) (gi 

dont les termes encadrés correspondent aux sommets du carré du haut de 1.1.6.2. En lui appliquant M/* 
obtient le carré du haut de 1.1.6.2. 

Le foncteur — E apphqué au contour du diagramme de 1.1.6 donne le carré de droite de 1.1.5.2, 
qui est donc commutatif. 

Il reste à prouver que le carré de devant composé avec celui du bas de 1.1.5.2 est commutatif. Pour cela 
considérons le diagramme 

Maiom^„(/+og+(g),e) ^ ROicm ..)(/+og+(g),Dj'))0Î;(„, £ 

X Qv X X 

M/*M?{om „ (g+(g),/'e) ^ ; M/.M?{om H (g+(g),/Œ)J'^) £ 

0\ Il 

RMRJiom^H (g+(g),/2)?) (8)^ , /"!£) ^— M/.M?{om „ (g+(g),/'î)?)) £ 

M/.(R:Kc;m^„(g+(g),î)?^) /'£) ^ M/.(MJ{c;m^„(g+(g),î)f"^) ^i^jj")) g 

-'^y D}- proj j -"y Dy 

R/.(Rg,M3fc;m^w(g,g!D?)) /!£) ^ R/*(Rg.RJCc;m^w(g,g!î)?^) /'D?^) £ 

|,(gioproj^ |ig)oproj^ 

R/,Rg,RJCom w (g,g'/'£) R/*Rg.R?{om^W (g,g'/'D?)) £ 

can| can| 
R/og.RJCom „(g,/og!£) ^ . R/og,Raiom^„(g,/og!î)5"^)®L £_ 

-^z ®oproj/og -"z 

(1.1.6.3) 

Grâce à 1.1.4, la flèche composée de gauche de 1.1.6.3 : R/*R!Kom_(m) (g+(g),/'£) R/*Rg*R?{om_(m) (g, g 
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est celle induite par 5^ (plus précisément R/^Sj,). De manière analogue, le composé de droite 1.1.6.3 : 



M/,MJfom ,„)(g+(g),/!a3j')) 0^^,„, £ ^ M/,M^,MJ{om w(g,g!/'!D^"0 ®^.) £ se déduit fonctorielle- 

ment de 5g (est égale à M/„ôg ® Id. Il en résulte que la commutativité du carré de devant composé avec celui 
du bas de 1.1.5.2 est équivalente à celle de 1.1.6.3. Établissons alors cette dernière. 

D'après 1.1.4.1, le carré du haut de 1.1.6.3 est commutatif. Par fonctorialité ou définition, il en est de 
même des trois autres. Il reste à vérifier la commutativité du rectangle. Pour cela considérons le diagramme 
suivant. 



jprojj 



Iproj^ 



,(m) 



,(»■) 



R/.Rg.(M:K£;m(g,g'/iŒ)r) g"V"'£) 



R/og,MJ{om(g,g7'î))," 



d: 



fog-'E.) 



Rfog4R:KoM9,g'fD'f^) ®^ /og-i£) 



D! 



,(m) 



R/og,Raiom^w(g,/og!£) 



!rn('«)^ 



R/og,(MJfom(g,/og!DS^' 



/og-^£) 



(1. 1.6.4) 

Les deux carrés de 1. 1.6.4 sont commutatifs par fonctorialité. Nous aurons besoin des deux lemmes ci-après, 
dont les preuves sont aisées, qui établissent deux conditions de transitivité validées par les morphismes de 
projection. 

LEMME 1.1.7. Soient J{ € D{g'''D'f^'), £i e D(tdf,qc,)e^?\/"'^?^'') et £2 € Adf,qc(/-'î)?^'). Le 
diagramme 



g-U£i®^_,^w£2) 



.Rg*(J{( 



est commutatif. 



Lemme I.I.8. Soient J< G V"^©?^") et £ G £>qc,tdf C^^x'O- Le diagramme 



|proj^ 
'g-'/-'25r 



proj/ 



R/,Rg,(?{®^_ _ H^"V"^£)^^(/og)*(^^^ 



est commutatif. 



En utilisant le lemme I.I.7, la transitivité des isomorphismes de la forme (g), on vérifie la commutativité 
du rectangle (en haut) de 1. 1.6.4 oîi l'on a omis R/*. Le diagramme 1. 1.6.4 est donc commutatif. 
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On parvient par fonctorialité de 1.1.8 à la conunutativité de rectangle du milieu de : 

jjç) ^.i^W pjoj^ ^(m) ^(m) 

|projg 



4».) 

M/og,(M?{£,m(g,/og!î)J')) /og-i£)^ M/og,RJ{om(g,/og!DÎ")) 0^ g) 

(1.1.8.1) 

On obtient des carrés par fonctorialité. Ainsi, 1.1.8.1 est commutatif. 

Le composé de 1.1.6.4 et 1.1.8.1 correspond au rectangle de 1.1.6.3. Celui-ci est donc commutatif. On a 
donc vérifié la commutativité du diagramme 1.1.6.3, i.e., celle du carré de devant composé avec celui du bas 
de 1.1.5.2. D'où le résultat. □ 

1.1.9. Soient £ G £>5c,tdf('^?') 9" e -D^ohC^?^)- En appliquant Rr(X, -) et H» oRr(X, -) à ô/, on 
obtient les bijections : 



adj^,^,£ : RHom^w (/+(?-),£) RHom^H(:r,/'£), (1.1.9.1) 
adj^,^,£ : Hom^H(/+(J),£) ^ Hom^w(J,/'£). (1.1.9.2) 

Si aucune confusion n'est à craindre, on les notera adj ^ 

Il découle immédiatement de 1.1.5 le corollaire qui suit. 
COROLLAIRE 1.1.10. Soient £ G £>qc,tdf('^?^) S e D^ohC^z"^)- ^ diagramme 

RHom^(„)(/+og+(g),£)^^RHom^„(/og+(g),£) (1.1.10.1) 

RHom^„(g,g!/'£)^_:^ RHom^„(g,/og!£) 

est commutatif. De même en enlevant « R ». 

1.1.11. Soit 3" G DÎ^^j^C'Df"^). L'image de l'identité de par la bijection adjf^grj^f^g^ de 1.1.9 donne le 

morphisme 3^ —>■ f-f+ (5") noté adj y gr ou simplement adjgr ou adj f. 

Soit £ G D^oh('2)?^) tel que /'£ G D^„i^(«î)J"^). On notera adj^^g : /+ o/'(£) ^ £, l'image inverse de 
l'identité de £ par adj fj<. g g ou adj g ou adj y. 

PROPOSITION 1.1.12. Pour tout g G £>cohC2?z"') et pour tout £ G £>cohC2^?) teJ que /' (£) G £>cohC^y"^) 
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et/og!(£) G £)^oh('^z"^)' diagrammes 

Ag+g^/'(£) /+/(£) et g!g+(g) ÙH^g^-ff^g^^s) 

f°g+f°g{^) ^£ S ^f°gf°g+{S) 

sont commutatifs. 

Démonstration. Notons « can » les isomorphismes (ou induit fonctoriellement par ceux) de la forme g-f- 
{fog) - ou f+g-i- —>■ (/o §)_,_. La démonstration de la commutativité du diagramme de droite étant analogue, 
contentons-nous de vérifier celle de gauche. A cette fin, considérons le diagramme ci-après : 

Hom („,(/!£,/'£) < Hom^H (/+/!£,£) (1.1.12.1) 

Y &QJ f X 

Hom w (g'/'£,g'/'£) — Hom („) (g+g'/' £,/'£) ^ — Hom ^ {f+g+g-fë,, £) 

can|~ can|.~ can|~ 

Hom w (/ o g- £ , g'/' £) Hom („) (g+/ o g' £ , /' £) Hom w {f+g+f o g' £ , £) 

-'-^z adj^ -'-'y adjy -'-'x 

can|~ can^~ 

Hom H (/og'£,/og'£) Hom w (/ o g+/ o g' £ , £) , 

dont les bijections horizontales sont les isomorphismes d'adjonction de 1.1.9.2. Il dérive de 1.1.10 la com- 
mutativité du rectangle du bas de 1 . 1 . 12. 1 . Par fonctoriaUté en le terme de droite /' £, il suffit de vérifier celle 
du triangle pour l'identité de /'£, ce qui est immédiat. Enfin, celle des carrés s'établissent par fonctoriaUté. 
Le diagramme 1.1.12.1 est donc commutatif. 

Or, la flèche Hom (,„) (/+g+g'/'£, £) ^ Hom (,„) {f o g' E.,f o g' E) de 1.1.12.1 passant par le droite puis 

par le bas (resp. par le haut puis par la gauche) , envoie adj^^^g g ocan (resp. adjyr g o (/+adjg ji^g^)) sur 
l'identité. □ 

1.2 Cas des schémas formels 

1.2.1. Soient £,,9' e D^^^i'T)^). Pour tout entier i ^ 0, on pose £,• : = O5,. £ - w £ (de même 
pour 30. On dispose de V isomorphisme de changement de base suivant : 

Qs. ®\ R5{om^H(e,î') ^ MJCom^w ^ miom^(^){Ei,3^i). (1.2.1.1) 

Celui-ci est transitif en i, i.e., pour tout 1 ^ /' ^ /, on construit de manière analogue des isomorphismes 
Os,; <S)os l^^om («)(£,-,?'/) MIKom („)(£,•/,?',•/), ceux-ci étant compatibles avec 1.2.1.1. 

On remarque enfin que le composé 

MJCom^w (£, i?) ^ Os,- MJCom^w {£-,3')^ MJtom^w (£,-, 3^i), (1.2. 1.2) 

dont r isomorphisme est 1.2.1.1, est le morphisme canonique Osi^^^ — '• MiKom-^ (£,?') ^RîKom^H (£,•,?',•). 

1.2.2. Soient / : y ^ un morphisme propre de V-schémas formels lisses, £ € D^^.{^T)^^''). Par construc- 
tion de l'image inverse extraordinaire définie pour les complexes quasi-cohérents (voir [Ber02, 3.4.2.1] et 
aussi [Ber02, 3.2.2]), on dispose de V isomorphisme de changement de base de l'image inverse extraordinaire 
Os,. «)k /'(£) ^ fHQ- Lorsque £ G D^^i'^P), on identifiera /{E) avec ^Jî^e®^ .^fsW /"'^I^î-a]- 
On bénéficie alors, pour tout £ G ^coh(*-'^3r^)' de V isomorphisme de changement de base via les isomor- 
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phismes : 



</'(£) ^fli&i 



(1.2.2.1) 

Comme pour 1.2.1.1, celui-ci est transitif en i, i.e., on en tire un isomorphisme entre les systèmes projectifs 

(05.®fe3/'(£))/ENet(/;.!(eo)/GN. 

De plus, pour tout M G D^^{'Dy'^'^), on dispose tautologiquement de V isomorphisme de changement 
de base de l'image directe (voir [Ber02, 3.5.1.1]) : fl{M)®\ Qsi ^ jf+i'^Ô- De même, lorsque M G 
^coh(^y"^^)' celui-ci est défini via le diagramme commutatif : 

fi{M) 0\ Os, — ^ïix)) < Os, M/,(M®|^(„) (1.2.2.2) 

Comme pour 1.2.1.1, l' isomorphisme de gauche de 1.2.2.2 est transitif en i, i.e., induit un isomorphisme 
entre les systèmes projectifs (/^(M) (8)0^ Osi)ien et (/^(M,));^^. De même, en remplaçant dans 1.2.2.2 le 
symbole « d » par « g ». 

1.2.3. Soient / : y ^ X un morphisme propre de V-schémas formels Usses, £ G D^ohC^^x^) et G ^coh(-^y"^)- 
Comme pour 1.1.3.1, on dispose d'un isomorphisme canonique 

X'f : fiR:Kom^^„^i3^,&^^)[dY] ^ R:Kom^^„^{fU3^),'èP)[dx]. (1.2.3.1) 

Ce dernier s'inscrit dans le diagramme commutatif ci-après : 

O5, ®% (/^M3f£;m5H(^,D5"))[Jy]) O5, (MJCom^w (/^(^),©J'))[Jx]) (1.2.3.2) 



Y: X: 



dont les isomorphisme verticaux sont induits par les isomorphismes de changement de base de 1.2.1 et 1.2.2. 

De façon analogue à 1.1.3.3 (pour le morphisme de projection, nous utilisons la cohérence de £), on 
construit grâce à X/ l' isomorphisme : 

5/ : MJ{om^w(/+(3'),e) ^ M/^MJ^om^wlS'j'e)- (1.2.3.3) 
Il dérive de 1.2.3.2, le diagramme commutatif suivant : 

Os, ®0s (K?fomj,„ (/+(:?),£)) Os, (M/*M?{omg„(3^,/'£)) (1.2.3.4) 



oîi les isomorphisme verticaux se déduisent des isomorphismes de changement de base de 1.2.1 et 1.2.2. 
Avec la remarque de 1.2.1.2, on déduit de 1.2.3.4 par appUcation du foncteur 7/'^or(X, — ), le diagramme 
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commutatif suivant : 

Hom^„(/+(J),e)) ^^Hom^„(3^,/£)) (1.2.3.5) 

Hom „ {fi+{^i)A) Hom „ (S^^j/fi,-), 

dont les morphismes verticaux sont ceux induits fonctoriellement par O^^ —. 

Lorsque l'on suppose seulement £ G Dq(.(î)^''), on construit l'isomorphisme d'adjonction adj j : \iom^{m) £)) 
Hom^,(™) (?,/'£)) via la commutativité du diagramme ci-dessous : 

Homj,H(/+(:r),£)) "^L >Hom^„(J,/£)) (1.2.3.6) 

^\ limadjy^. '"i 

limHom^W {fi+{3^i),Q ^ ' , limHom^w {S^ijjEi), 

dont les isomorphismes verticaux sont dus à l'équivalence de catégorie ([Ber02, 3.2.3]). Grâce à la commu- 
tativité de 1.2.3.5, les deux constructions de l'isomorphisme d'adjonction adjj sont compatibles. 

Pour tous morphismes propres g : Z ^ et f : ^ ^ X de V-schémas formels lisses, pour tout £ G 
Dqj.(î)^^) et tout S G ^coh(^|r )' obtient par complétion (voir 1.2.3.6) de 1.1.5.1 le diagramme commu- 
tatif suivant 



Hom^w(/+o.?+(S),£) ^::^Hom^w(/o.?+(S),£) (1.2.3.7) 



Hom- w {S,g-f-£.) Hom- w (S , / o g' £) . 



1.2.4. Soient / : y — > X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, m' ^ m deux entiers, £ G 
D\^{vP), £' G D\^{&^\ £ ^ £' un morphisme Sj'^-linéaire, ^ G £>^oh(^?^) et 3" := ©J"'^ 3". 
On bénéficie, via le diagramme commutatif ci-dessous, du morphisme de changement de niveau, noté niv : 



M?{om^(,„) i/r (:?),£) M?{om^w (/f' ^ , £') (1 .2.4. 1) 

y niv f ~ 



dont l'isomorphisme du bas découle de [Ber02, 3.5. 3. (ii)]. On vérifie ensuite la commutativité du diagramme 

Os, (MJ{om-H(/f' (:?),£)) — Os, (M?{om-^„o(/f ''(?'),£')) (1-2.4.2) 

M?{om^(„, (//;^ (3-,-) , £0 . M5Com^,„o (/j^'' (?;),£;), 

dont le morphisme de changement de niveau du bas se construit de manière analogue à 1.2.4.1 et dont les 
isomorphisme verticaux se déduisent des isomorphismes de changement de base de 1.2.1 et 1.2.2. Il en 
résulte celle du suivant : 

Hom-„(/W(:J),£) ^HL^Hom-(.o(/fV'),£') (1.2.4.3) 
Hom^W (3^,), £,■) ^ Hom^,,„o (/^ï'^ (:?;), £;)• 

Xj Xj 
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On a aussi le morphisme de changement de niveau suivant : 



niv 



R5{om;^w(3^,/'''"''e') ^ M/,Raiom^(V) (5", £')■ (1.2.4.4) 



(1.2.4.5) 



De plus, le diagramme 

Os, (M/*M?{om^H(:r,/''""£)) ^ Os, (M/,MJ{omj,(„0 (:?',/'""''£')) 

M/,MJ{om^„ (^,-, £0 ^ll . M/,MJ{om („o £;.) , 

dont le morphisme du bas se définit comme dans 1 .2.4.4 et dont les isomorphisme verticaux se déduisent des 
isomorphismes de changement de base de 1.2.1 et 1.2.2, est commutatif. On obtient ainsi la commutativité 
du suivant : 



Hom^W (3^, £) ^îiL^ Hom^,.,, (3^', £') 



(1.2.4.6) 



Hom^W (5';,^'*'"'£; 



Considérons enfin le diagramme 

Hom^K)(/f'^(:?'),£') 



Hom ,.,(^,/,''"''£;). 



adj/ 



Homj,„(/i'")(J),£) 



.Hom^K)(:J',/-"''£') 



Hom^,H(J,/'"' £) 



Hom^w(/;.;''(:F,-),£,- 



Hom^HUÏ'^(:?;),£;) 



adj^. 






niv. 



.Hom ,„,)(:?;,/;''"''£;) 



Hom H (5";, /;•■'"''£ 



(1.2.4.7) 

Par 1.2.4.3 (resp. 1.2.4.6, resp. 1.2.3.5), le carré de gauche (resp. de droite, resp. de devant et de derrière) 
sont commutatif s. La commutativité de l' isomorphisme de dualité relative de fi au changement de niveau 

implique celle de 8y; puis celle de adj y.. Le carré du bas est ainsi commutatif. Or, en passant à la limite 
projective sur /, les flèches verticales de 1.2.4.7 deviennent des isomorphismes. Il en résulte la commutativité 
du carré supérieur de 1.2.4.7. 

1.2.5. Soit / : y — ^ X un morphisme propre de V-schémas formels fisses. Pour tous £(*^ G LD^^^{1)^^^), 

G LpQ^^jj(I)y par construction des catégories de la forme LDq ^^(2)^^), de la commutativité au 
changement de niveau des isomorphismes d'adjonction de 1.2.3.6 (i.e. commutativité du carré supérieur de 
1.2.4.7), r isomorphisme canonique d'adjonction suivant : 

Pour tout morphisme propre ^ : 2, ^ ^ de V-schémas formels lisses, pour tout £(*) G LpQq^,(D^^) et 
tout 9*-*^ G coh(^z'')' dérive de 1.2.3.7 le diagramme commutatif : 



~|adjjOadjy. 



~|adj^„^ 



13 



Daniel Caro 



1.2.6. Soient / : V ^ X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, G ^^cohC^jt)' ^^'^ ^ 
^Q,coh(^y £ := lim£(*^ et 3" := lim3^(*) (le foncteur Um est celui défini dans [Ber02, 4.2.2]). On bénéfi- 
cie à nouveau de l'isomorphisme : : f^WJiom^t (5",©^ Q)[Jy] R^Kom^^t (/+(9^))I'^q)[<^x] (voir 
[Vir04]). On construit ensuite de manière analogue à 1.1.3.3, l'isomorphisme 6/ : MJfom^t £) 
Rf^R'Kom r^t (3^,/'£), puis l'isomorphisme d'adjonction :adjy : Hom^t (/+(?'),£) Hom^t (?',/'£). 
Le diagramme suivant 

OÙ l'isomorphisme du haut est 1.2.5.1, est commutatif. 



Hom^t (/+(?-),£) >Hom^t (3^,/£), 



En effet, quitte à compliquer les notations, supposons que E^™) € D^ohC^x^^)' morphisme ^ ^^(m) 
g(m) ^ g(m ) isomorphisme et de même en remplaçant £ par y. On dispose du diagramme commutatif : 

/^M?{om^t (3^,î);Q)[rfy] ^ ^ROiom^t (4(5-),DiQ)[^z], 

(1.2.6.2) 

dont les isomorphismes verticaux se déduisent de [Ber02, 3.5.3.(ii)] et de la commutation des foncteurs 
duaux à l'extension des scalaires. 11 en dérive le carré commutatif suivant : 

Hom^w (/f £W) ^ Hom „ (^W,/!(m)g(m)) (^ ^.6.3) 

Hom^t^_J/+(y),£) !^^^Hom^t J3^,/£). 

Avec les notations de [Ber02, 4.2.2], il en découle, pour tous À G L, X G , le diagramme commutatif suivant : 
Hom^(i.«)(#(3^^*^)'^*X*£(-))^Hom^^^,)j(3-WjK-)À^^^ 

jlim jlim jlim 



Hom^t (lim/|'^(jW),hm?i*x*e^*^)^^Hom^t (:F,lim/'WÀ*x*£^*^) ^ Hom^t (?,limÀ*x*/'^*^£^*^) 



^^•)(jW),hm?i*x*e^*^)'-|^ 
Hom^t j/+(?),£) .Hom^t }?,/'£), 



(1.2.6.4) 

où lim est le foncteur de [Ber02, 4.2.2] (ou [Ber02, 4.2.4]). 

En passant à la Umite inductive sur À G L, x € Af, on déduit de 1.2.6.4 le diagramme 1.2.6.1. 
1.2.7. Soient / : V ^ X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que 

T' := f^^ (T) soit un diviseur de Y. 

D'après [Car05c, 1.2.10], pour tous £ G £>cohC^i(^^)Q) S" G ^cohl^yl^^Oo')' on dispose de l'iso- 
morphisme canonique d'adjonction : 

adj^^r : Hom^i^^tr)Q(/ï'+(3')'£) ^ Hom^t(tr')Q(^'/r^)- (1.2.7.1) 

Il en découle comme d'habitude le morphisme d'adjonction : adjy^ j- gr : 3^ fjfT+{3^. De même, si 
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/|£ G ^coh(-^y(^-^')Q'')' il dérive le morphisme d'adjonction : adjj j- g : /r+/|(£) £■ Lorsqu'aucune 
confusion n'est à craindre, on les notera simplement adi^j-, adjy etc. Lorsque le diviseur est vide, on ne 
l'indiquera pas. Le morphisme d'adjonction adj de 1.2.6 est le même que 1.2.7.1. 

PROPOSITION 1.2.8. Soient g : Z et f : ^ X deux morphismes propres de V -schémas formels lisses, 
T un diviseur de X tel que T' := f~^{T) (resp. T" := {T') ) soit un diviseur de Y (resp. Z). 

Pour tout g G £>^^,(^©^^(r")Q) et pour tout £ G £>^ohC2>x(^)Q) 9»^ M^) ^ Dl^i"^l{T%) et 
/og^(£) G le diagramme 

Hom^^(j,)^(/r+ogr'+(S),e) ^^Hom^t^(j,)^(/og+(g),£) (1.2.8.1) 

Hom^t^(j,„^^(g,g!/!£)^^r Hom^t^(j,„^^(g,/og!£), 

où les isomorphismes horizontaux sont induits par les isomorphismes canoniques de composition (1.1.2), est 
commutatif. 

Démonstration. Par [Ber02, 4.3.12], on peut supposer le diviseur T vide. Cela découle alors de 1.2.5.2 et 
1.2.6.1. □ 

Remarques 1.2.9. Avec les notations et hypothèses de 1.2.8, l'hypothèse « ff{£.) G ^cohC^-^y(-^')Q) f° 
g'j-i^) G D^ohi^'^z('^")Q) toujours satisfaite lorsque / et g sont, en plus d'être propres, Usses. De plus, 
ces hypothèses sont aussi validées lorsque l'on travaille avec des complexes surcohérents (voir [Car04b]) 
etc. Dans ces conditions, il découle de 1.2.8 que l'isomorphisme canonique de composition des images 
directes utilisé ici (voir 1.1.2.1) est le même que celui construit dans [Car05c, 1.2.15]. On a ainsi obtenu une 
unification. 

Lemme 1.2.10. Soient f :^ ^Xun morphisme propre de V -schémas formels séparés lisses, T un diviseur 

de X tel que T' := f-^ (T) soit un diviseur de Y,et3^e dI^^{"DI{T')q}. 

Alors, frohA'^) G D\^^{^DI{T%). 

Démonstration. Quitte à compliquer les notations, supposons le diviseur T vide. On note 5/ = (id,/) : y ^ 
y X X, £ := 0/ + (J), : y X X ^ X la deuxième projection, g = /xid : ^xX— >XxXet6 : X^XxX 
l'immersion fermée diagonale. D'après [Gro60, 5.3.7], le carré suivant 

(1.2.10.1) 




est cartésien. Comme g+(£) = g+ oS/.+ (î') ô+ o /+(?'), g+(£) est à support dans X (via ô). Comme 
le carré de 1.2.10.1 est cartésien, g- o g^(E) est à support dans Y (via ô/). Or, p- o />+(£) p' o6' o 
6+ op+(£) ^ g'- og+(£). Ainsi, op+(£) est à support dans Y. Or, p+{E.) ^ U{T) G D^^^i^V^^^^) 
(car comme / est propre, la cohérence est préservée par image directe). Comme p est lisse, il en découle 
que p- O ;?+(£) G ^cohC-^yxXQ)- D'^près l'analogue p-adique de Berthelot du théorème de Kashiwara, il 
en résulte que 8y{p' o p+(£)) G ^cohC^^y q)- conclut en remarquant : 8}(p' o p+(£)) = 5y o p' o p_^_ o 

□ 

Proposition 1.2.11. Soient g ; 2. — > y et / ; y ^ X deux morphismes propres de V -schémas formels 
séparés et Usses, T un diviseur de X tel que T' := f^^{T) (resp. T" := g^^{T') ) soit un diviseur de Y (resp. 
Z). 

Pour tout g G Dl^^{'Vl{T'%) et pour tout £ G dI^^^{''D^^{T)q) tel que /|(£) G dI^^{%{T%) et 
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/og^(£) G D^ohi^'^z('^")Q)' dispose des diagrammes commutatifs : 

fT,+gT',+gT'fTi^) — ^/r,+/r(£) et gr/gr,+ (S) gT'fTfT,+gT',+ {5) (1.2.11.1) 

f°gT,+fogj{£.) >£ g ^f°gTf°8T,+{3)- 

Démonstration. Par [Ber96a, 4.3.12] et via 1.2.10 (pour le diagramme de droite), on se ramène au cas où le 
diviseur T est vide. En reprenant la preuve de 1.1.12 (qui utilise 1.1.10), cela dérive alors de 1.2.8. □ 

Remarques 1.2.12. L'hypothèse que X soit séparé est inutile pour valider la commutativité du diagramme de 
gauche de 1.2.11.1 car celle-ci n'utilise pas le lemme 1.2.10. 11 en est de même pour le diagramme de droite 
lorsque / est une immersion fermée ou lorsque les termes de ce diagramme sont î)2,(r")Q-cohérents. 



2. Foncteur sp^ associant un D-module arithmétique à un isocristal surconvergent. Cas lisse 

Nous adopterons les notations suivantes : si / : ^ T est un morphisme de V-schémas formels lisses 
et T est un diviseur de P tel que f^^{T) soit un diviseur de P', on notera fx : "^k le morphisme 

d'espaces analytiques rigides associé à /, tandis que sp : ^jj- ^ J (ou sp : — > CP') sera le morphisme de 
spécialisation (voir [Ber96c]). 

Si j :Y est une immersion ouverte de ^-schémas de type fini, telle qu'il existe une immersion fermée 
X ^T, avec J un V-schéma formel Usse sur un voisinage de X, alors p signifiera le foncteur faisceau des 
germes de sections surconvergentes le long de X\Y ([Ber96c, 2.1.1]). 

2.1 Isomorphismes de recollement : cas formel 

2.1.1. Considérons le diagramme commutatif de morphismes de Z(p)-schémas 

I I i 

5 

dans lequel X, 7 et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. De plus, on suppose que les schémas S, T 
et U sont munis respectivement pour un entier m donné de m-PD-idéaux quasi-cohérents m-PD-nilpotents 
{as, bs, cxs) C O5, (07-, br, dr) C Ot et {au, bu, ccy) C Ou de telle manière que les morphismes S ^ T et 
T ^ U soient des m-PD-morphismes. On note Xq, Yq et Zq les réductions respectives de X,YetZ modulo 
as, Or et a^. On désigne ensuite par fo : Xq^ Yq et go - Yq ^ Zq les morphismes induits par / et g. Soient 
respectivement Hx, Hy et Hz des diviseurs de Xq, Yq et Zq induisant les factorisations /^^{Hy) ^ Hx et 
gQ^{Hz) ^ Hy. En désignant par nm^mxxn entier, avec les notations de [NH98, 2.1], on dispose alors de 

morphismes f'B^y"'\HY) sJ^^C^z) Qig*'B,^z'\^z) ^ '£>^y"'\^y) ([NH98, 2.1.2]). 

En notant f , ? et Z les espaces annelés {X, B^"""^ {Px)), {Y, By"™^ {Hy)) et (Z, B^""^ {Hz)), on obtient des 
morphismes d'espaces annelés / :X— >7etg:7— >Z. Leur réduction modulo donne des morphismes que 
l'on notera /o : ^ % et go : ?o ^ Zq. 

On pose := 03^™) {Hx) ® 0. n/s^my ^^Y/nm) ■-= '^^'"XHy) ® 0. n/Hm) n/uim) ■■= ^t'^ (Hz) ® Oz 

•^Z/U{m)- 

Le faisceau est muni de deux structures canoniques (à droite et à gauche) de 'i>\^ (//x)-algèbres 

(de même pour J'y/y^) et T'\iu(,n)^- Lorsqu' aucune confusion n'est à craindre, on omet d'indiquer la base 

(5, T ou V). On notera ©f^^ = 'B^x'^\Hx) ®0x '^Ï/s^ ^^y/t = '^y'"\Hy) ®0y T^^jj et f- : D-{^^^^^) ^ 
Z)~(î)^^^), le foncteur image inverse extraordinaire. 

D'après [Ber96a, 2.1.5] et avec les notations de [Ber96a, 2.1.2], pour tout 5-morphisme f -.X^Y ayant 
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la même restriction Xq que /, on dispose, pour n assez grand, de la factorisation d'j.y, : X ^ A^^^.^^ 
(grâce à la m-PD-nilpotence de (a^, bs, ccs)) rendant commutatif le diagramme 

^0^ -X^ (2.1.1.1) 

I fi" o 

OÙ jPi et p2 désignent respectivement les projections à gauche et à droite et est le morphisme canonique. 
La structure de Œ)^")^^ -module de ^^'"^(//y) compatible à sa structure d'algèbre donne l'isomorphisme de 

OA",^,-algèbres (p2 o^„)*(sJ''")(//y)) ^ {p, o.v„)*(sf''"'(//r)). Via ^1^,*, on obtient f* {'S>^;-\Hy)) 

f*{'S>'f"'\HY)) s'inscrivant dans le diagramme commutatif 

f*{'£,^y"'\HY)) 7z (//r)) (2.1.1.2) 

dont les flèches obUques sont les morphismes canoniques ([NH98, 2.1.2]). 

Soit ^xis{m) l'espace annelé (A^/s(^),OâJ/^,^))' ^"^^^ ^Âj^sw oj„)*(Bf ""''(i/z)). On note pi : 

^x/5(m) ^ le morphisme induit par l'application continue p\ o j„ et par le morphisme d'anneaux canon- 
ique {pi o Sn)~^ {'B^"'\Hx)) 0^„ et p2 : ^x/s(m) ~^ ^ ^^^^ 1^ morphisme d'espaces topologiques 

X/S{m) I \ } 

est P2°s„ et dont le morphisme d'aimeaux est {p2 0SnY^{'S'^^\Hx)) {p2 o Sn)* {'B^'"\Hx)) {pi o 
SnYi'B^"'^ {Hx)) = Ot„ . De même, lorsque l'on remplace respectivement 5 et X par T et 7 ou i7 et Z. 

X/5(m) 

On désigne par ô*^ : X ^ A" ,^ . Je morphisme induit par d"f ,-, et par d'I f / ^ ^ ( Ot„ ) ^ ô*! « * ( Ot„ ) 
à}/iPi os„r{'B^^'"\HY)) /*(!B|r")(//y)) ^ '&^x"'\Hx). Via 2.1.1.2, on vérifie / = piô}^, et /' = 

Pour tout complexe 3^ de '£>^'"\Hy) ®0y î)^*^^ -modules borné supérieurement, via le diagramme com- 
mutatif suivant valable pour n assez grand 



Xo 7 (2.1.1.3) 

V s- A" / ^ V 



P2 



l'isomorphisme J'y ^^.(^^-linéaire "J'y /T(m) ^■^('"n) (^Uy) ^^^-^ J'y iT(m) induit un isomorphisme ©^5- 

linéaire canonique fonctoriel en 

tel que ? = Id, et que, si /" : Z ^ y est un morphisme dont la restriction Xq^Y coïncide avec celle de 
/, on ait la formule de transitivité x??,, = T?» ox? Si aucune confusion n'est à craindre, nous noterons 
simplement ij ou 1^ voire T. 

2.1.2 Changement DE NIVEAU. Soient n^^,/ ^ m' ^ m deux entiers, D^*^'^ = B^"'"'-'(7/y) et î'un 

complexe de D^TJ^-modules borné supérieurement. Lorsque Y a des coordonnées locales ti,...td, avec les 
notations de [Ber96a, 2.1.2], le morphisme canonique J'x/5(m') ~^ '^x/s{m) envoie t^-^('"') sur ql/^h^-^("') tan- 
dis que le morphisme v'^^^ Tif^l envoie a<^>('") sur ^! !a<^>('«') . Grâce à la formule [CarOSa, 1 . 1 . 16. 1], 
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il en découle, en notant oubm,m' '• D{'^y}t) ~^ ^(^y/r) foncteur oubU, la formule : 



(m) 



(5) 



: Oubm.m'1~ 



2.1.3 Compatibilité aux images inverses extraordinaires. Soit g' : 7 ^Z, un second f/-morphisme 
ayant la même restriction Yq^Z que g. Pour n assez grand, il découle respectivement du diagramme com- 
mutatif de droite et de gauche suivant 

(2.1.3.1) 





que l'on dispose de l'égalité x-^ 



'g°f-g°f' 



■--^fJ'Og- et f-oXg^g' =T 



g°f-g'°f' 



Ainsi, les isomorphismes 1 sont compatibles avec la composition des images inverses. 
2.1.4 Changement de base. Considérons le diagramme commutatif 



5' 
5- 



r 

■T 



de m-PD-morphismes. On note X' =X XsS',Y' = Y Xj-T', g et g' : X' Y' les morphismes induits respec- 
tivement par / et /'. 11 découle de la propriété universelle des enveloppes à puissances divisées partielles 



([Ber96a, 1.4.1]) que l'on dispose d'un morphisme A", 



Y'/T'{m) 



■A" 



X' 
I 

X- 



• A" 



S" 



A" 



-^Y'xt'Y' 
^YxtY 



Y/T{m 
Pl 



P2 



rendant commutatif le diagramme 
tY' (2.1.4.1) 



Pl 



En notant respectivement Hx' etHy les images inverses de Hx et Hy, X' = (X', sj""^ {Hx')) et Y' = {Y', 'B'Ç"'^ {Hy 
les morphismes g et g' induisent canoniquement des morphismes X' — > Y' notés g et g' . On déduit ensuite de 
la commutativité du diagramme 2.1.4.1 celle de 



X' 
\ 

X- 



51-, ~ 

g, g Alt 

>- ^Y' fT' 

5"- -, ~ ^ 
/./' A" - 



Pl 



P2 

Pl , 



■.Y' 
\ 

Y. 



(2.1.4.2) 



Il en résulte, notant Q -.X' ^X le morphisme canonique, y/ T| |' . Autrement dit, les isomorphismes 
de la forme x sont compatibles aux changements de base. 

Remarques 2.1.5. Avec les notations de 2.1.1, soit s le morphisme canonique Ay/r -^Y XjY. On obtient 



iy/T{m) l'espace annelé {Ay/T(m),0~^^^^^J en posant 0^^^^^^^ 



{pi os)*{'B'Ç"'\Hy)). De même, on construit 

5j ji : X Ay/j(^y celui-ci s'insérant dans le diagramme commutatif 2.1.1.3 où on a enlevé les indices n. 
Si p est localement nilpotent sur U (et donc sur T et 5), pour tout complexe quasi-nilpotent (voir 2.4.4 et 
2.4.5) ?" de "^(//y) î)[,"Jy-modules borné supérieurement, on en déduit, de manière analogue à ceux 
de 2.1.1, des isomorphismes x?^^,, ceux-ci vérifiant les conditions de transitivité, de changement de base et 
de commutation à la composition des images inverses. 

2.1.6. Avec les notations et hypothèses de 2.1.1 (nous omettons d'indiquer la base), on pose 



Y^X 
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Supposons s = T, s noethérien et de dimension de KruU finie, / et /' quasi-compacts et quasi-séparés. Les 
isomorphismes iff, : — ^ V^'"} et if p : V^'"} T)^'"} fournissent, pour tout complexe de 

x^F X^Y yL-X Y(-X 

-modules à gauche (resp. à droite) borné inférieurement £ (resp. M), les isomorphismes 

De plus, pour tout morphisme f" -.X dont la restriction Xq^Y coïncide avec celle de /, on a la formule 
de transitivité csfj" = ^f,f'°^f'J"- 

Remarques 2.1.7. Soient J G D^(î)y'"''), P\*'^Y{m) (r^^P- P2*'^Yim)^ faisceau J'w^) vu comme 
algèbre pour la structure gauche (resp. droite). Considérons les diagrammes 

OÙ ê„ désignent les m-PD-stratifications relatives à 'By"\Hy) (voir [Car05a, 1.1]). Via un calcul utilisant 
la formule [Car05a, 1.1.16.1], on obtient la commutativité du diagramme de gauche. 11 en résulte celle de 
droite. 

Lemme 2.1.8. Avec les notations de 2.1.1, les isomorphismes 



Y^Z 



sont compatibles aux isomorphismes de la forme T. 



Démonstration. La construction des isomorphismes est analogue à [BGK+87, Vl.6.3]. Pour la première 
ligne, la compatibilité aux isomorphismes x est une conséquence de la remarque 2.1.7 et des formules 
'^g°f,8°f ~'^f,f' ^' °'^g>g' ~ '^g°f,g'°f prouvées via les diagrammes 2.1.3.1. Ceux de la deuxième ligne 
s'en déduisent. □ 

Proposition 2.1.9. Avec les notations de 2.1.1, on suppose S = T = U, S noethérien, de dimension deKrull 
finie, f, f, g et g' quasi-compacts et quasi-séparés. Les isomorphismes de la forme c sont alors compatibles 
à la composition des images directes, i.e., gHz,HY+°<^f,f = ^gof,gof ^tcSg^gi ofHy^Hx+ = ^go/,g'o/. 

Démonstration. La commutation à la composition des foncteurs images directes se prouve de manière ana- 
logue à [BGK+87, Vl.6.4]. Par construction de celle-ci, cela découle du lemme 2.1.8. □ 

2.1.10. Maintenant, soient / : X — > ^ un morphisme de V-schémas formels lisses, Ty un diviseur de Y, 
7x D /q"' (Ty) un diviseur de X. On se donne un deuxième morphisme /' : X ^ ^ tel que /q = /q. Donnons- 
nous une suite croissante d'entiers (nm)m€N telle que ^ m et posons î)^'(7x) := 'B^^'"\Tx)(^o^D^^\ 
De même, en remplaçant X par y. Comme pour [Ber02, 3.2.1], on définit la catégorie des complexes de 

î)^^(rx) -modules à gauche à cohomologie bornée et quasi-cohérente et qui sera noté D^^{'D^^\Tx)). On 
dispose des foncteurs images inverses extraordinaires de niveau m (définis comme dans [Ber02, 3.4.2.1]) : 
fj^^l et f'j^"f^ : D^^^{Œ)'Ç\Ty)) D^^^iJ)^ (Tx)). Les isomorphismes de la forme x (voir 2.1.1) commu- 
tant aux changements de base, on obtient, pour tout e Dqj,(î)y"^(ry)), des isomorphismes xj^^^ fr ' 

/rxry(3^) fr^Tri-^)- procédant à deux localisations (correspondant à la tensorisation par Q et au 
passage à la limite sur le niveau), on obtient de manière analogue à [Ber02, 4.2.1] les catégories de la 
forme LDq ^^.(©^'^(ry)) (ces dernières ne dépendent pas du choix de la suite d'entiers (nm)meN)- H dé- 
coule des isomorphismes J/'rx 7V ^^^"^ variable, pour tout objet de Lp^^^{'Dy\TY)), le suivant 
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X , j.^ : ff^ j.^ (3") ff^ (3") , où fj^ et /^^ sont les foncteurs images inverses extraordinaires 
définis comme pour [Ber02, 4.3.2.1]. On pourra le noter plus simplement Xfji ou voire T. De la même 

façon, pour tout £ S LD^^^{Ti^^'' (Tx j), on construit l'isomorphisme f^^ Tx+(^) ~^ /7V.7x+(£)» l^e l'on 
notera Ofji^Txjy (ou Ofji voire a si aucune confusion n'est à craindre). Les isomorphismes de la forme X 
(resp. a) vérifient aussi la formule de transitivité et celle de leur commutation à l'image inverse extraordinaire 
(resp. image directe) décrites ci-dessus dans le cas des schémas. 

Proposition 2. 1 . 1 1 . Avec les notations de 2.1.10, pour tout objet 3^ de LDq (D^*^ ) , on a les diagrammes 
commutatifs : 

4,r.(^7»(î-) CTx)fm fCTYm — :7- (+7i)/(3^) 

i}rr\- (trx)(.J,,)t~ ^U'''^'^- CTx)(zl^>)\- 

Démonstration. Notons fi et fl : Xj Yj les réductions modulo m'"*"^ de / et et /, et /• les mor- 
phismes d'espaces annelés canoniques {Xi,'Bj^!"\Tx)) (l^-,!By"'"^(ry)) induits par / et /'. Pour tout î^,- G 

D-{'B^Yi"'\'^y) "^Oi-i ^i-f )' diagramme 

est commutatif. Il en résulte celle du diagramme de gauche de 2.1.1 1. 

Déplus, comme chacune des flèches du morphisme composé /'(t7V)(3") (^7x)/'(^ry)(3')<^(^rx)/'(?'), 
qui correspond à la flèche du haut du diagramme de droite de 2.1.11, commutent par fonctorialité aux iso- 
morphismes 1, on obtient la commutativité de celui de droite. □ 

Remarques 2.1.12. Avec les notations de 2.1.11, supposons /^'(Ty) = T^. L'isomorphisme /' (on a 
omis d'indiquer les foncteurs oublis) commute alors aux isomorphismes de recollements T. En effet, celui-ci 
est construit de la façon suivante : 

ffyiCTym ^ ff,{^Ty){{^Ty)y) ^ Tx) f {{^ Ty)3) ^ f\^Ty){{^Ty)3)^f\{^Ty)n 

2.2 Morphisme d'adjonction associé à un carré 
2.2.1. Soit le diagramme de V-schémas formels hsses : 

(2.2.1.1) 

m"! u'\ uI\ 

oîi /, g, a et b sont lisses et où u, u' et u" sont des immersions fermées. On suppose que le diagramme 
2.2.1.1 est commutatif au niveau des fibres spéciales (mais non nécessairement commutatif au niveau des 
schémas formels). De plus, on se doime Tp un diviseur de P tel que Tpf := f~^{Tp) (resp. Tpn := g~^(Tp/), 
Tx := u-^{Tp), Tx' := u''^ (Tp,) et Tx" := u"'^ {Tp,)) soit un diviseur de P' (resp. P", X, X' et X"). 

Proposition 2.2.2. Avec les notations de 2.2.1, on dispose d'un morphisme, dit d'adjonction, fonctoriel 
en £ G ^coh(^3E:(^^)Q)' 'l^(^) •' «+ o«'(£) ^ /' om+(£). Si la réduction au niveau des fibres spéciales du 
carré de droite de 2.2.1.1 est cartésien, alors (|)(£) est un isomorphisme. Le morphisme d'adjonction entre 
foncteurs, u'j^_oa- ^ f ou+, sera noté (|). 

(i) En notant (|)' : Uj^ob^- ^ g- o u'_^_ (resp. (|)" : u\_o [aob)' ^ {f og) - ou+) le morphisme d'adjonction 
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du carré de gauche de 2.2.1.1 (resp. du grand rectangle de 2.2.1.1), le diagramme 

u'I o^aob)- — m'I ob- oa- 

H" |(g'o(^)o(foa!) 
{fogyou+^^g-ofou+, 

est alors commutatif. Ainsi, avec des abus de notations, on dispose de la formule de transitivité = {g' o 
(|)) o ((|)' o a' ) (pour le composé de deux morphismes lisses) de l 'isomorphisme de changement de base par un 
morphisme lisse de l'image directe par une inunersion fermée. 

(H) Soit a' idi'^di (resp. /' : J" ^ un morphisme dont la réduction X' — > jC (resp. P' ^7) coïncide 
avec celle de a (resp. f). Le diagramme ci-dessous 

Uj^W ^ / ■ O M+ 

u\a'- OM+, 

où \|/ désigne le morphisme d'adjonction du diagramme de droite de 2.2.1.1 lorsque aetf ont été remplacés 
respectivement par a' et /', est conamutatif. 

Démonstration. Construisons d'abord le morphisme (|)(£). Comme £ G D^ç,jj(I)^(^rx)Q), en appliquant le 
foncteur u'_^a- au morphisme d'adjonction de m en £ ([CarOSc, 1.2.11]), on obtient : u'_^_a- (£) — > u'_^_a u u+{E). 
Or, comme {fou')' u'-f' et {uoa)' au-, on a l'isomorphisme M+X/o„',MoaM+(£) : u'_^a'u'u^{8,) 

m'+m''/'m+(£) (notations de 2.1.10). Ensuite, puisque /'«+(£) GD^^hPlpC^pOQ) et m''/'m+(£) GZ)^„hPx'(^^x'^ 
il résulte de [CarOSc, 1.2.12] que l'on dispose du morphisme d'adjonction de u' enf-u+{S.) : u'_^_u"^f•u+{E) 
f-u+{E). En composant ces trois morphismes, il vient : <|)(£) := u'_^_a {£.) /'m+(£). 

À présent, établissons que le morphisme (])(£) est un isomorphisme lorsque le diagramme de droite de 
2.2. 1. 1 est cartésien. D'abord, comme u est une immersion fermée, la première flèche dans la construction de 
(|)(£) est un isomorphisme. En outre, l'hypothèse cartésienne implique que le faisceau /'«+(£) est à support 
dans X' et donc que le morphisme d'adjonction de u' en /'«+(£) est un isomorphisme (voir [CarOSc, 1.2.12]). 

Prouvons à présent la formule de transitivité de (i). Pour cela, considérons le diagramme suivant : 



Il / 7 \ ' Il 1 ^ ' Il 1 ^ r I ^ ^ Il II' ^ I ' ' I ' 

u_^[aob)- Uj^b w ^ u_^b u u_^_a' ^ u^u 'g u^a- ^ g u_^_a' 

iadj„ |adj„ |adj„ |adj„ {adj„ 

// / I \ i I // I I I I J"' // I I /I / I I t II i/f f / ^ ^ J"" I / Il 
M_,_(aoej M M+ > u_^_b a u u+ ^ u_^_b u Uj^a u u^ s- u_^u g u_^_a u u^ ^ g u_^_a u u^ 

l'T _ l'T l'T l'T 

// ; I /I rl Il 1 ^ 1^ I 1^ jr^ Il 11^ I / /I '"'j"" I / /I 
Uj^b U J 'U+ ^ U^b U Uj^U J U+ ^ M+M g Uj^U J U^ ^ g Uj^U J U+ 

Il iadj„, jadj„, {adj„, 

// , I /I r\ // I I /I ^1 Il ll\ I ^1 J»" I A 

Uj^bU 'J'U^ ^=^= Uj^bU '/■{<+ >■ M_|_M *- gfu+ 



// iiU ^ \i // //I I // //I I ri // //I I ri ^^j"" ' _f' 

M+M \fog) u+ ^M+M ■gf u+^^=U+U ■gf u+ = U+U ■g f u+ ^g f u+ 

{adj„// {adj„// {adj„// {adj„// || 

/ /• \l I /.I I /.I I /.I I _f I 

KT°8yu+ ^gfu+= gf-u+ gfu+ ^=gfu+. 

(2.2.2.1) 

La commutativité du rectangle (le « seul » rectangle : à gauche et au milieu) de 2.2.2.1 se déduit de toutes les 
propriétés, données dans 2.1.10, des isomorphismes de la forme x, ainsi que du diagramme suivant 

b „, a _ " y 



'\t «-A.- 
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De plus, on remarque que le morphisme composé u'' —H m"m^m'' —H m" est l'identité. En effet, cela résulte 
de l'isomorphisme d'adjonction de bifoncteurs 9 : Hom^^t (t^p,) ~") Hom^^^ (^ij , m"(— )) 

(on n'utilisera que la fonctorialité à droite), et du fait que le morphisme identité m'_,_m" m'_,_m" s'envoie via 

sur m" —H u'-u'^u'- tandis que u'^u'' Id s'envoie sur u'' u'\ Il en résulte la commutativité du carré 
de gauche de la troisième ligne de 2.2.2. 1. 

On vérifie ensuite, par définition ou par fonctorialité, la commutativité des autres carrés de 2.2.2.1. Ce 
diagramme est donc commutatif. 

Or, on constate que le morphisme composé de gauche de 2.2.2.1, u"^ o (aob)- (/og)' om_,_, n'est autre 
que (])", tandis que celui construit en prenant le chemin qui passe par le haut puis par la droite du contour de 
2.2.2.1, m" ob- oa- — > g' o/' o m+, correspond à {g- o(|)) o ((])' oa'). D'où (i). 

Démontrons maintenant (ii). Grâce à 2.1.10, le diagramme ci-après 

/ i/cx /Il rc\ "'+'^/o„',„oa"+ , „ , , adv 
u_^_a (t) > u_f_a u u^{t) u_^_u / M+(cj *-/'m+(c) 

est commutatif. On conclut en remarquant que son contour correspond au diagramme de (ii). □ 

2.3 Isomorphismes de recollement : cas rigide 
2.3.1. Considérons les diagrammes commutatif s 

Y'^^X'^-^r Y"^^X"^-^T" (2.3.1.1) 

OÙ u (resp. m') est un morphisme de V-schémas formels lisses, j, f et /' sont des immersions ouvertes de 
A:-schémas, i, i' et i" sont des immersions fermées. En notant (|) = (m, a, b), on définit le foncteur image 
inverse extraordinaire par d'un y'''!Dixu -module E en posant (£) := /^î'iz'U/ tTi, uZ^E[dpi ip\, 

oîi dpijp est la dimension relative de P' sur P. Si aucune confusion n'est à craindre, on écrira au Ueu 
de En désignant par u\, l'image inverse usuelle (notations de [Ber96c, 2.2.16]), on obtient la relation : 

D'après [Ber96c, 2.2. 17. (i)], si v : 3" ^ J est un morphisme dont la restriction à X' se factorise par 
a, alors on dispose d'un isomorphisme Zu,v '■ v*^ de foncteurs de la catégorie des 7^ Ojx [y -modules 

à connexion intégrable et surconvergente dans celle des /^Oj^' [y, -modules à connexion intégrable et sur- 
convergente, tel que e„. „ = Id, et que, si w : ^ T est un troisième morphisme coïncidant avec m et v 
sur X', on ait la condition de transitivité Eu,w = £u,v°£v,w Si v' est un morphisme dont la restriction à X' 
se factorise par a', avec un raisonnement analogue à 2.1.11, on prouve les formules £uou',vou' = u'^ °^u,v et 

Dans le diagramme (de gauche par défaut) 2.3.1.1, supposons que l'on ne dispose que d'un morphisme 
uq : P' P rendant commutatif le diagramme 2.3.1.1 où m a été remplacé par mq (on suppose toujours 
que P et P' se relèvent en des V-schémas formels lisses IP et '?'). De manière analogue à [BerOO, 2.1.6], 
on construit alors, par recollement, le foncteur Mqj^, de la catégorie des y^O]x[y -modules à connexion in- 
tégrable et surconvergente dans celle des /''^Ojx' [y, -modules à connexion intégrable et surconvergente. Pré- 
cisons sa construction. Choisissons une application surjective p : A' ^ A, deux recouvrements ouverts affines 
(J'a)aeA de 7 et {'3"g^,)a'eA' de 3" tels que mq se factorise par P'^, Pp(a')- On note alors : = X ^ap •= 
XnPaCiPp et de même en rajoutant des primes. De plus, choisissons des relèvements Ua' '■ "^',^1 3'p(a') 
des factorisations induites par uq. Si E est un y^O]x[j, -module à coimexion intégrable et surconvergente, 
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on lui associe l'Objet («.jf£|]Zp(„,)bp^^,,)<x'eA',(îla'P')«',P'eA')' où îi;^,p, : («p'if^^llXptp,)^^^^,^)!]^;,^,!^,^,,^,^ ^ 
(u*,f.E\]x , ,j„ )|iy' r , , sont les isomorphismes de la forme 8. Ils résultent de la condition de tran- 

sitivité des isomorphismes de la forme £ ainsi que de leur comptabilité à l'image inverse que la famille 
(«a'^^l]A:p(„/)[3>pj_^,j)a'eA',(ila'p')a'.|3'eA') se recolle en un /^0]x'[j„ -module à connexion intégrable et surcon- 
vergente, celui-ci étant par définition u*q^{E). On vérifie ensuite que ce foncteur est indépendant des choix 
effectués. 

Lorsque uq se relève en un morphisme m : J" — ^ CP, est canoniquement isomorphe à u\. Enfin, si Mq : 
P" P' est un morphisme rendant commutatif le diagramme de droite de 2.3.1.1 lorsque u' a été remplacé 
par Mq, on dispose d'un isomorphisme canonique (mq o Uq)^ Mq^ o Mq^, celui-ci étant transitif (pour la 
composition de diagrammes de la forme 2.3.1.1). 

Soit Yi (resp. 7/) un ouvert de Y (resp. F') tel que 0(7/) C Fi. En notant ji : Fi ^ X et j[ : 7/ X' les 
immersions ouvertes déduites, pour tout y^Ojx [y -module E à connexion intégrable et surconvergente, on a le 
diagramme commutatif de gauche : 

uylE yf^Ê uUE'') iuUE)r (2.3.1.2) 



De plus, on vérifie par construction celui de droite. En effet, l' isomorphisme P2{Ei) p1{E]'), modulo 
les isomorphismes (transitifs par rapport à la composée de deux morphismes) de commutation de l'image 
inverse au dual, est par définition l'inverse du dual de ^2(^1) Pi{Ei). 

2.4 Comparaison des isomorphismes formels et rigides de recollements 

Les deux propositions ci-après seront ensuite étendues, en 4.1.2 et 4.1.8, au cas non relevable. 

La première partie de la proposition qui suit est due à Noot-Huyghe ([NH95, 1.5.3]). Cependant, nous 
donnons ici une démonstration plus formelle qui fait intervenir la quasi-cohérence sur les schémas formels 
et nous nous assurons de sa transitivité. 

Proposition 2.4.1. Soient f : X' ^ X un morphisme de V -schémas formels lisses, H un diviseur de X, 

H'd/q^H) un diviseur de X' , j : X\H ^ X (resp. f : X' \ H' ^ X') l'immersion ouverte, E iin/Ox^- 
module cohérent muni d'une connexion surconvergente V et £ := sp^(£'), le T>^^ ^{^ H) -module cohérent 
associé. On désignera par le foncteur image inverse de la catégorie des fOxK-i^odules cohérents à con- 
nexion surconvergente dans celle des f^Oj^^-modules cohérents à connexion surconvergente. 

n existe un isomorphisme f^'Dj^^-linéaire, f^sp*{E) sp*f'^, ^{8,)[—dx'/x]>^t second 1)'^^,(^H')q- 
linéaire, sp^/|(Ê) ^ fij',H^VÀE)[-dx'ix\- 

En outre, ces derniers sont transitifs, i.e., si g : X" X' est un second morphisme de V-schémas formels 
Usses, si H" D (H') est un diviseur deX" , alors le diagramme 

^V*8*Kfl{E) ^z-^ 8H",H'^V*fl:{E)[-dx"/x'] 8H",H'fk',H^V*{E)[-dx"/x] (2.4.1.1) 

sp*(/og)^(^) ^ ^ {f°8)H",H^V*iE)[-dx"/x] 

est commutatif. De même, on obtient un second diagramme commutatif en remplaçant dans 2.4.1.1 sp^ par 
sp*, E par £, — par +, en inversant le sens des flèches et en intervertissant les symboles en haut * et !. 

Démonstration. Nous noterons abusivement/',^' et {f o g)' à la place de ^, g]^„ ^, et {f°g)H"H- 
pose r (£) := O^^^Z/Oq ®/-iOx(tiï)Q T Le foncteur E ^ po'^^ %VOx^ ' (^) une 

image inverse de sites annelés, de même pour /* et sp*. Grâce à la transitivité de l' isomorphisme de com- 
mutation à la composition des images inverses de sites annelés, on obtient l'isomorphisme /^sp*(£) 

23 



Daniel Caro 



sp*/*(£) commutant aux stratifications respectives (induites par celle de £ qui provient de sa structure de 

OxOh)q 'S>Ox.q î)x,Q-module). 

Soit e LD^^^^(î)[p*'(r)) tel que lim(£(*)) ^ £. On dispose, de manière analogue à [Ber02, 4.3.2], 
de l'isomorphisme canonique : 

/!(£) ^ lim((BW(//0â^_.3H(^/-^£^'"))meN)fevx]- 

De plus, puisque que £ est un 03e(^^)Q-niodule cohérent, grâce au lemme [Har66, 1.7.1] sur les foncteurs 
way-out, le morphisme canonique Ox!Ch')q 'Siq^, q I'3e',Q-linéaire 

est un isomorphisme. II en résulte un isomorphisme /^sp* (£) sp*/' (£) [— J^' /x] ■ En outre, la transitivité 
de cet isomorphisme est immédiate. En effet, il suffit d'invoquer la transitivité de l'isomorphisme de com- 
mutation à la composition des images inverses de sites aimelés (et d'ajouter les isomorphismes de la forme 
r(£)^/'(£)Mx7x]). 

Prouvons à présent le deuxième isomorphisme. D'après [Ber96a, 4.4.2], les foncteurs sp^ et sp* sont des 
équivalences quasi-inverses de la catégorie des j^03eA:-modules cohérents munis d'une connexion intégrable 
dans celle des Ox(^^)Q-modules cohérents munis d'une connexion intégrable (de même en rajoutant des 
primes). Il existe donc un unique isomorphisme Ox'Ch')q ^o^i q ©^e'jQ-linéaire, sp^/|^(Ê') /*sp^(Ê'), 
s 'inscrivant dans le diagramme canonique 

sp*rsp.(£) ^TT- /|sp*sp,(£;) f^{E) (2.4.1.2) 

^ Il 
sp*sp,/|(£) 

Via l'isomorphisme Ox'Cf^')Q '^o^i q î'x'.Q-linéaire, /*(sp^(£')) ^ f {sp^{E))[-dx' /x], on construit le 
suivant sp^/^(£') /' (sp^ (£"))[— t/^'/x]- Ce dernier, étant un morphisme Ox'CH')q^q^, ^ D^'.q -linéaire 
entre deux isocristaux surconvergents (ou plutôt î)^,(^//')Q-modules cohérents dans l'image essentielle du 
foncteur sp^ de [Ber96a, 4.4.5]), est D^,C''//')Q-linéaire. 

Vérifions maintenant sa transitivité. Le diagramme 2.4.1.1 est commutatif, si et seulement si le suivant 
(qui correspond globalement à l'image de 2.4.1.1 par le foncteur sp*) l'est. 

sp*8-spJ^{E)[-dxyx'] sp*g-f-sp,{E)[-dx»/x] 

sp*sp,g|/|(£) ^ sv*g*svJ*{E) sp*g*rsp,(Ê) > sv*g'-f'-sv,{E)[-dxy: 

sp*sp,(/og)^(£) ^ sp*(/og)*sp,(£) sp*(/og)'sp,(£)[-^/x" 

(2.4.1.3) 

La commutativité des deux carrés et du triangle est aisée. 11 reste à démontrer celle du rectangle en bas à 
gauche de 2.4.1.3. Or, celui-ci s'inscrit (à gauche) dans le suivant : 

sp*sp,(/og)|(£) sp*sp,g^/|(£) . 

spVsp*/l(£) -^g^sp*sp,/|(£) -^ig^/l(£) .-^ ifogTAE) 

-1- \~ l~ 

sp*(/°g)*sp,(£) ^TT- sp*g*rsp,(£) -^g^sp*/*sp,(£) -^g^/^sp*sp,(£) (/og)^sp*sp,(£) 

(2.4.1.4) 

Le deuxième carré de droite et le triangle de 2.4.1.4 sont commutatifs par construction (voir 2.4.1.2), tandis 
que les deux autres carrés sont fonctoriels. Or, la flèche composée du bas de 2.4.1.4 est l'isomorphisme 
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canonique sp*(/og)*sp^(£') (/og)^sp*sp^(£'). De plus, par fonctorialité de sp*sp^ Id, le morphisme 
composé du haut de 2.4.1.4 correspond au morphisme canonique sp*sp^(/og)^(£') sp*(/og)*sp^(£'). 
Il en découle que le contour de 2.4.1.4 est le diagramme canonique ci-dessous 

sp*sp,(/og)^(£) — (/og)^(£) 

sp*(/og)*sp,(£;) (/og)^sp*sp,(£), 
qui est commutatif d'après 2.4.1.2. Le rectangle de gauche de 2.4.1.4 est donc aussi commutatif. □ 
Remarques 2.4.2. Avec les notations de 2.4.1, le diagramme canonique suivant 

SP*Sp*///',//£ ^TT- SP*/|sp*(£)[^/x'/z] ^^/ff/,//Sp,Sp*(£) 

est commutatif. 

Démonstration. Considérons le diagramme suivant 

^P*fH',Hi^) sp*sp,sp*/;,,,^(£) ^ sp*sp,/|sp*(£)[Jx'/x] ^ -/|sp*(£)fe'/x] 

Il ~| adj|~ 

sP*/ff',ff(£) ^ ^ sp*/i/,ffSp,sp*(£) — /|sp*sp,sp*(£)[^^x'/x], 

(2.4.2.1) 

où le rectangle à gauche est l'image par sp* de celui de 2.4.2. Grâce à que 2.4.1.2, le carré est commutatif. 
De plus, on dispose du diagramme commutatif : 

^P*fH',Hi^) ^ Sp*Sp,SpVH',//(e) ^ ^P*^Pj*K^P*imX'/x] 
Il ~^('adj ~|adj 

^P*fH'.H(^)^—^P*fH',Hi^) /^p*(£)fevx]- 

Il en résulte que l'isomorphisme composé du haut de 2.4.2.1, sp*/^, ^(£)«^/|^sp*(£)[d'x'/x]5 est le mor- 
phisme canonique. De la même manière, en utilisant le diagramme commutatif suivant 

/lsp*(£) ^ /*sp*sp,sp*(£) ^ sv*fj,,^H^pMi^)[-àx'/x] 

Il adjj"- adj|~ 

/|sp*(£) ^=/lsp*(£) —^sp*/^, ^{E)[-dx'/x], 

on étabht que le morphisme f^sp* (£) [dx' /x] sp*/^, ^ (£) de 2.4.2. 1 passant par la droite puis en bas est 
le morphisme canonique de commutation (construit en 2.4.1). Le diagramme 2.4.2.1 est donc commutatif. 

□ 

PROPOSITION 2.4.3. Soient/ :X' un morphisme de V -schémas formels hsses, H\ c H2 deux diviseurs 

de X, H[ C H2 deux diviseurs de X' tels que, pour i = 1,2, H[ D (^^{Hi). On note, pour i = 1, 2, ji : 
X\Hi ^ X et /■ : X' \ H- ^ X' les immersions ouvertes. Pour tout isocristal Ei sur X\H\ surconvergent 
le long de H\, en notant et £1 = sp^(£'i), on dispose des isomorphismes j2sp*(£i) sp*(''"//2)(£i) et 
sp^y2(^i) (^^2) °sPh,(£'i)- Ceux-ci commutent aux images inverses extraordinaires, Le., le diagramme 
canonique 

CH!,)spJ*^{E,)[dr/x] ^ (^^2)/^;,^^,sP*(£i) -^/4,«,(^^2)sp,(Êi) 

SP*y2Vl(£^l)fevx] — ^Sp,/|y|(Êi)[^fx7x] ^^/4,JÎ2^P*^2(^l)' 

est conamutatif. 
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Démonstration. Cela découle de la transitivité de 2.4.1. En effet, les foncteurs de la forme f (resp. i^T)) 
sont aussi des images inverses (resp. des images inverses extraordinaires). □ 

Afin de prouver que les isomorphismes de la forme e et x se correspondent via les foncteurs quasi-inverses 
sp^ et sp* (voir 2.4.6), nous aurons besoin de quelques compléments à propos de la notion « topologiquement 
nilpotent ». 

Lemme 2.4.4. Soient f :X -^S un morphisme lisse, une Ox-àlgèbre munie d'une structure compatible de 
"D^^^g-module et 8. un 'B (g)Oj. D^^^^-module. On suppose que p est localement nilpotent sur S, et qu'il existe 
surX un système de coordonnées locales t\. . . . ,td- Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour toute section e de £, il existe localement un entier N tel que, pour tout ^ G tel que \k\ ^ A^^, 

(ii) La condition (i) est satisfaite pour tout système de coordonnées locales sur un ouvert de X. 

(iii) B existe un isomorphisme de !B ^o^j- 'J'x/s,{m)-^ëè^^^s 

vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les Bç^q^ '^'x/s (m) m-PD-stratification de 
£ relative à "B (voir [CarOSa, 1.1.15]). De plus, cet isomorphisme est alors unique et déterminé, pour toute 
section locale e de £, par la relation e{{l^l) e) =Zk^oà'^-^ e m^^K oùx® = l^x^) et8<^> := 1(8)3^-^. 

Démonstration. On calque [Ber96a, 2.3.7]. □ 

2.4.5. On étend, de manière analogue à la suite de [Ber96a, 2.3.7], les notions de quasi-nilpotence, nilpotence 
et topologiquement nilpotence. Soient X un V-schéma formel, H un diviseur de X, n,„ ^ m deux entiers et 
£ un ^^"^(//)§03^Sj'^-module qui soit sJ"^(7ï)-cohérent. Notons la réduction modulo n'+^ de X et 
£, := Oxi i8)03j £. On déduit par complétion de 2.4.4 que les affirmations suivantes sont équivalentes : 

(i) Le faisceau £ est topologiquement nilpotent ; 

(ii) Il existe un isomorphisme de 'B^^'"\H)<SiOx'^x,{m)-^^ë^^^^^ 

vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les B^""^ (H) 0q^, (pour tous entiers i 

(n ) 

et n ) la m-PD-stratification de £, relative à W^' (H). De plus, cet isomorphisme est alors unique et satisfait, 
au dessus d'un ouvert possédant des coordonnées locales ti,...,td et pour toute section locale e de £, la 
relation 8((1 (g) 1) ® e) = T,k^oà^-^^ 0X^-\ Cette relation caractérise 8. 

Théorème 2.4.6. Avec les notations de 2.4.1, pour tout morphisme f : X' ^ X tel que /q = /o, les dia- 
grammes suivants 

spJ^*iE)[dr/x] '^*^y'^ > spJ^{E)[dx'/x] f^*sp*{£,)[dx'/x] %^/|sp*(£)[Jx7z] 

/ff',ffSP*(^) 4^ ^ fk',H^ME), sp*/jï/,jï(£) ^ ^sp,(£), 

où les isomorphismes verticaux résultent de 2.4. 1 et ceux horizontaux sont construits dans les sections 2.1.10 
et de 2.3.1, sont conamutatifs. 

Démonstration. L'assertion étant locale en X et X', on se ramène au cas oîi X = SpfA et X' = SpfA' sont 
affines et possèdent des coordonnées locales et où H (resp. H') est l'ensemble des zéros modulo m d'un 
élément ^ de A (resp. g' de A')- Nous prenons les notations de [Ber96c, 1.1.8 et 1.2]. Pour tout 1 > A, ^ |7i|, on 
a ainsi Ux :=]X[x-]H[^x= {x € Xk, \g{x)\ ^ X}, U{ :=]X'[x'-]H'yx= {x' G X'^, \g'{x')\ ^ X} (l'hypothèse 
7i ^ |7i| implique que ceux-ci ne dépendent pas du choix des sections g et g' définissant H et H'). Pour tout 
m G N, on écrira Xm ou pm pour /j"^/^""^'. On remarque que r{X, 'B^^\h))q = ^{17%^, ^Xk)- 

26 



©-MODULES ARITHMÉTIQUES ASSOCIÉS AUX ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS. CAS LISSE 



Soit mo suffisamment grand tel qu'il existe un 0;^^^ -module cohérent £0, muni d'une connexion inté- 
grable Vq, et un isomorphisme (£", V) f{Eo, Vq). Pour tout m ^ mo, on note {Emym) la restriction 
de (£0, Vo) à Ux„, £0 = sp^(£'o) et g^"*) = sp^(£';„), où sp est le composé Ux^ÇIXk induit par le 

morphisme de spécialisation. 

Notons respectivement p\ et p2 les projections ]X[^2^ Xk à gauche et à droite, J l'idéal définissant 
l'immersion diagonale Xk ^ X|, ?" = O^i et eo„ : ®0u Eq ^ Eq , les 

isomorphismes de la stratification associée à Vq. Comme la connexion V est surconvergente, d'après [Ber96c, 
2.2.6] , il existe un voisinage strict V' de]X\H [^2 dans ]X [^2, contenu dans ^ (f/;^^,^ ) ^ i^'kmg ) ' 1^^ ^ 
soit de la forme e = j"'"(eo),où Eq : P2{Emo)\v' Pi{Emo)\v' est un isomorphisme de O^z-modules, induisant 
pour tout n, par réduction modulo la restriction kV' f] Xk des isomorphismes £o,n- 

Comme fQ^{H) C H', il existe des sections a' et b' de A' telles que g' = a' f* (g) + nb' . Si A, > il en 
résulte, pour tout^ G U^, que À ^ = Ainsi, lorsque 7i> |7t|, //r induit le morphisme 

U^^Ux- De même en remplaçant / par /'. 

D'après [Ber96a, 4.4], il existe une suite d'entiers (nm)meN telle que rim > max{m, mo} et telle que 
soit muni d'une structure de 'B^''"'(//)(g)î)l^Q-module cohérent topologiquement nilpotent. Via [Ber96a, 
4.4.7], il existe un 5 J"*'(//)êî)J'' -module cohérent £(""), cohérent sur et sans /j-torsion, et un 

isomorphisme §^"^(7/)®© JJ^-linéaire fij^"^ ^ £(""■). 

Comme 1 > K„,>r[^ > \n\, [Xl^a^,,, np7i([/^„J = [X]^2^^^ r\p^\UxJ=: x„„. ■ Notons h = (/, /') : 
X' ^ X X s X. Puisque / et /' coïncident sur X', h*{Xi) G TCA'. On en déduit que pour tout x' G X^, hK{x') G 
[^]x2|7t| C [Z]^2t^^. Il en découle que le morphisme hx induit la flèche U!^ Vr]^x„„, notée abusivement hk, 
qui s'insère dans le diagramme commutatif 

Via [Ber96c, 1.2.2], quitte à augmenter «„,, on peut supposer Vq,^^;^,,,,, C V'. On note alors : p*2{En„,) 
p\{En^) r isomorphisme eo|y^^x„ • ^^^^ tout n, la restriction à Ux^^ des réduction modulo des isomor- 
phismes est £on|t/x„ ^t correspond donc aux isomorphismes de la stratification de En^ induite par V„^. 

En considérant X'^ comme X-schéma via la projection à gauche, notons (|) : X^ — > X x le morphisme de 
X-schémas formels défini par Xi, . . . ,Td. Puisque X possède des coordonnées locales, il résulte du théorème 
de fibration fort [Ber96c, 1.3.7] qu'il existe des voisinages stricts V' de ]X\H[y2 dans ]X[^2 et V" de ]X \ 
^txxÂ'' ^^'^^ l'^^tïxÂ'' ^^^^ induise l'isomorphisme V' V". Par construction de (|), '^k^^K^ ^ 

^(0;ilm^)) = Vr]„Xnm- ^® P^^^' l^itte à accroître et grâce à [Ber96c, 1.2.2] (et à [Ber96c, 1.2.3.(iii)] 
pour la deuxième inclusion), on peut supposer Ux„^ x D{0,r\m^) c V" et V^^x„^ V'- L'isomorphisme '• 
V' V" induit alors le suivant 

Grâce à [Ber96c, 2.2.12], il en dérive que l'isomorphisme est déterminé, pour toute section e de En^, par 
la formule 6^(1 (8) e) = Y^k>o 

X-. En passant à la limite sur m l'isomorphisme ^|-(em) : fii^n^) 
fÈiEnn) (ou en lui appliquant le foncteur j^), on obtient £/,/'. 

Notons $36, (m) =lim y;,,.(^),P3e,H =r(X, $3e,w), =lim SÎ;'")(//)®o., etP^ ^^, =r(X, y^^^^,). 

Désignons par fi et les morphismes d'espaces annelés {Xl,'B^^r\H')) {Xi,'B^!"\H)) induits par /) et 

f!, et par 6^.^/ : {Xl,'B^^r\H')) ^Xi(m) le morphisme déduit (notations de 2.1.5). En passant à la limite 
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inductive, on obtient le morphisme d'espaces annelés 5^^ j, : (X', 'B^^r\H')) —>■ Ax(m) (où ^x{m) désigne la 

limite inductive des Ax,(m), i.e., l'espace topologique est celui des Ax(,„) tandis que le faisceau d'anneaux 

correspond à la limite projective des faisceaux structuraux des àx.(^m)) s'inscrivant dans le diagramme com- 
mutatif : 

(X', S Jr' (//')) 
/'1 1/ 

Pl 

Il dérive de 2.4.5 que la structure de 23^'"'^(//)(giî)^'-module topologiquement nilpotent de induit un 
isomorphisme 8^ : pliE^""^) Pi(è(""''). En lui appliquant d*f f„ il en découle le suivant : f'*[E^""''i) 
/*(£("'")). En tensorisant par Q, puis en passant à la limite inductive sur m, on obtient (modulo le décalage 
fe'/x]) l'isomorphisme ifj'. 

Or, on dispose d'un homomorphisme canonique d'anneaux r([X]3f2T^^, 0[x]^2 ) ^3e,(m)Q (voir la 
deuxième ligne de la preuve de [Ber90, 3.1.2]). Ce dernier est A (g)v A'-linéaire pour les structures droite 
et gauche et envoie x, sur x,-. 11 en résulte un morphisme ^{Vr^,„x^^^ , Oy^,„;^„ ) ~* Px.(m)Q- Via cette extension, 
les : p2iEn„,) — > P\{En„) induisent alors (modulo les foncteurs quasi-inverses sp^ et sp*) les isomor- 
phismes rjm : /)2(£^"'"^)q ;?i (è("'"')Q. Puisque 8^(1 = L<;^oâ'"'e (X)X- et que e^Q est caractérisé par 
la relation 8m(Q((l ®l)®e) = Y.k'^od^-^^®^^ (cela découle de 2.4.5), ='èmQ- H en dérive que les deux 
isomorphismes fxiEn^) fèi^n^) et f'* {£-^""'^)q /*(è^"'"^)Q se correspondent (modulo les foncteurs 
quasi-inverses sp^ et sp*). On conclut en passant à la limite sur m. □ 

2.5 Construction de sp^ 

D'après une remarque de Berthelot, la procédure de recollement de la section [Car04a, 2] est incorrecte. 
Avec les notations de [Car04a, 2], cela vient du fait que les schémas formels de la forme Xa XyXp ne sont 
pas plats en général. Nous donnerons ici une procédure améliorée et nous vérifierons par la suite avec celle-ci 
(voir 4) les résultats de la section [Car04a, 2]. 

2.5.1. Nous garderons, sauf mention explicite du contraire, les suivantes : on se donne 7 un V-schéma 
formel séparé et lisse, X un sous-schéma fermé /:-lisse de P et T un diviseur de P tel que Tx := T PiX soit un 
diviseur de X. On note ii:='J'\T,Y :=X\Tx et j :Y ^X l'immersion ouverte. On fixe de plus (5'a)aeA un 
recouvrement d'ouverts de 9. On note ?oip := î'a n 9^, O^apy := O^a n ?p n J'y, := A" n Pa, := nXp 
et Xf^py := XaHX^nXy. De plus, on notera Ya l'ouvert de Xa complémentaire de T, Yç^^ := Fa nFp, F^py := 
Fa n Fp n Yy, ja : Ya ^ Xa, jaf, ■ ^ap ^ ^ap et jaf,y ■ F^py ^ X^py les immersions ouvertes canoniques. On 
suppose de plus que pour tout a G A, est affine (par exemple lorsque le recouvrement (ya)a€A est affine). 
Comme P est séparé, pour tous a, |3,Y G A, X^p et X^py sont donc affines. 

Pour tout triplet (a, [3, y) € A^, choisissons Xa (resp. X^p, X^py) des V-schémas formels lisses relevant 

Xa (resp. Xoip, Xapy), p"*^ : X^p Xa (resp. p'f : Xap Xp) des relèvements de Xap Xa (resp. Zap Xp). 
Rappelons que grâce à Elldk ([Elk73] de tels relèvements existent bien. 

De même, pour tout triplet (a, [3, y) € A^, on choisit des relèvements p^j'^ : Xapy —>■ Xap, T?"!^ : Xapy 

-fcpy; Pi3 • .^aPy ^ -^aji P\ '• -^«Py -^a» P2 '• -*-aPy ^ 'tp' P3 • -t-aPy ^ -^y? '• -^a a> Map '• 
^«p ^ 3^(xp et : Xa^ ^ CPa^ induisant les morphismes canoniques au niveau des fibres spéciales. Sauf 
mention du contraire, tous ces relèvements seront supposés fixés par la suite. 

Via les isomorphismes de la forme x (2.1.10), on remarque que l'on dispose des diagrammes commutatifs 
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de foncteurs suivants 

^apy! ^^aPYl^^ap! ^ ^ pf p^W ^ p^W ^ p^f. (2.5.I.I) 

Il ^fx II II 

a&y\ ^ a&y\ ay! «By! t , aBy! By! aBy! x ^ aBy! By! 

Pi ^^^Pn °Pi ^ Pi -^Piï °Pl > P3 -^P2Ï °P2 ■ 

DÉFINITION 2.5.2. Pour tout a € A, donnons-nous £«, un !DÎg^(^r nXo()Q-module cohérent. On appelle 
donnée de recollement sur (£a)aeA5 la donnée pour tous a, |3 G A, d'un isomorphisme T)*^^^ÇT nXo(p)Q- 
linéaire Qç^^ : p^\£,^) p"^'(£a), ceux-ci vérifiant la condition de cocycle : Q^p = 9^2^0 02^^, où 9^2^, 
Q2P et 9^3 ^ sont définis par les diagrammes commutatifs 

pTpf ^ p?' pTp?- (£7) pf'- (£y) p'^P'pf (£y) Pt' (£t) 

kfia) -^^r (£a), (£p) ^Pf^kfip), (£a) (£a). 



(2.5.2.1) 



On construit la catégorie Coh(Z, (3'a)aeA5 T) de la manière suivante 



- un objet est une famille (£a)aeA de D'^^ijT nXoi)(Q -modules cohérents, E.a, munie d'une donnée de 
recollement (9a|3)cc,peA, 

- un morphisme ((£a)aeA, (9ap)a,peA) ^ ((£a)aeA, (9ap)a,peA) est une famille de morphismes /« : 
£a £a commutant aux données de recollement, i.e., telle que le diagramme suivant soit commutatif : 

pf\h)^pf{^a) (2.5.2.2) 
ipfk/pL \pT(U) 

Pi (£p)^^Pi (£«)• 

Lorsque T est vide, on omettra comme d'habitude de l'indiquer. 

Remarques 2.5.3. Pour tous a,P € A, soient fa'- £a morphisme de ©tg^C^T nX(x)Q-modules co- 

hérents, 9o(p : P2^'(£p) ^;7"^'(£a)et9^p : /^"^'(fip) ^ ;7"^'(£i() des isomorphismes DÎ£^p('''rnXo(p)Q- 
linéaires. On suppose en outre que les morphismes /« et les isomorphismes 9o(p et 9^p induisent le diagramme 
commutatif 2.5.2.2. 

Alors, les isomorphismes 9ap satisfont à la condition de cocycle si et seulement s'il en est de même des 
isomorphismes Q'^^. En effet, en transformant, via 2.5.2.2, les carrés 2.5.2.1 en trois cubes commutatifs, on 
obtient les trois carrés commutatifs suivants : 



«p.... ~ie?r ap..,. -K!' 

pr-i^a) ^'"^ - pr-i^'j, pf'%) " '''' : P^n), pr-i^a) - pr-i^'.). 



Proposition 2.5.4. En notant Coh(X, T), la catégorie des Dy( ' T)Q-modules cohérents à support dans 
X, on dispose d'une équivalence de catégories entre Coh(X, 7, T) et Coh(X, {'J'a)aeA, T). 

Démonstration. Construisons d'abord le foncteur canonique Loc : Coh(X, "P, T) — > Coh(X, (î'a)aeA, T). 
Pour tout Dj,Q(^r)-module cohérent £ à support dans X, on définit l' isomorphisme 9(xp : P2^' u^i^Wf^) 
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p'i^'^ai^l'Pa)^ comme étant l'unique flèche rendant commutatif le diagramme suivant 

Pf'4(£|yp)^«ap((£|^p)l^ap) (2.5.4.1) 
Y^«P II 

Vial'isomorphisme T : p"|^'Mpjp((e|o>„)|y„p) ^ M|^p^((£|yp)|y„p^), en appliquant le foncteur au carré 
2.5.4.1 et avec 2.5.2.1, on obtient le diagramme commutatif : 

P2^''(4(£|a>,))^«âpy((£|3'p)la'aJ 

-jgaPï II 

où les isomorphismes horizontaux sont de la forme 1, grâce à la formule de transitivité et à la commutation 
aux images inverses extraordinaires des isomorphismes de la forme T (2.1.10). De même, on construit les 
deux autres diagrammes analogues. Avec ces trois diagrammes, on vérifie que Loc{E) := {{u^{£\j>^))aeA, (6(xp)(x 
satisfait à la condition de cocycle et est ainsi un objet de Coh(X, {'J'aJaeA, T). 

En outre, si /:£—*• £' est un morphisme de Dy(^r)Q-modules cohérents à support dans X, alors, par 
fonctoriahté en £ de 2.5.4.1 (on transforme le carré 2.5.4.1 en cube), la famille (Ma(/l3'a))aeA commute aux 
données de recollement. 

Construisons à présent un foncteur quasi-inverse canonique "Recol : Coh(X', (J'(x)aeAî T) ^Coh(X', T). 
Soit (£a)aeA une famille de Q(^rnX(x)-modules cohérents munie d'une donnée de recollement 

(6(xp)cx,peA. Prouvons que la famille (M(x+(£a))aeA se recolle en un Dj,Q(''^r)-module cohérent à support 
dans X. 

Pour cela, notons (resp. ^2 ) morphisme d'adjonction (voir 2.2.2) du carré de gauche (resp. de 
droite) 

î'ap ^ ^ (2.5.4.2) 

ap ^ .^tt) .^ap 5~Xp. 

On construit pour tous a,P G A un isomorphisme Tap : (Mp+(£p))|a'„p (Ma+(£a))|î'„p comme étant 
l'unique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant 

Wap+ o pfiEa) ^''i''"^ > {ua+ie.a))W^ (2.5.4.3) 

«aP+op?'(£p) -Jll^ («p+(£p))b„p. 

Il reste maintenant à établir que les isomorphismes T„p vérifient la condition de recollement. À cette fin, 

notons (|)j2 (resp. (^23 'l^is ) 1^ morphisme d'adjonction (toujours 2.2.2) du carré de gauche (resp. du 
centre et de droite) suivant 

^'aPy ^^^ap ^aPy ^ ^py î'aPy ^ î'ay (2.5.4.4) 

"«Prf aPY "«P| "aPy| „py "Pïf «apy^ a|îy «ayf 

/v^ P12 /v* /y* P23 -yy -yy Pï3 -v- 

X(xpy *■ -taP) -^aPy *" -^Py; -^aPy -^oiy) 

et (|)"^^ (resp. (j)"'^^ et (j)" '^^) celui du diagramme de gauche (resp. du centre et de droite) : 

^apy %y ^a^y ^^y (2.5.4.5) 

"aPr-f «Py "«t "«l^'f «Py "Pi a^^1 "rf 

^ ^1 M ^ Pi /y* ^ ^3 A;^ 

X(xpY > "^apy ^ -tp? -^apy ^ "^y- 
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Considérons le diagramme commutatif suivant 



aPy! / c \ 



"u|iy I^J 



^ ctpy!/ a6!/p 

^Mapn°^12 \P\ (Sa)) 

^^^"apy+o/?12 (P2 (^p)) 



^2 (/'l l<-'i 



«ap+(K'^'(£a))|y„p, 

~|"ap+(9ap)[3>„|5. 
Map+(P?'(£p))|yaPY- 



(2.5.4.6) 



Grâce à 2.2.2.i) et 2.2.2.ii), on obtient alors 



«^(fia) b„p,) o ^SV"^' (£a)) o Mapy+(X) 
(^?(£p)|y„p,) o<2^(P?'(£p)) o«(xpy+('i:) 



^<P^(£a), 

^?^(£p), 

(*f'(£p) l?„«J o <lflP{p^' (£p)) o M„p,+ (T) = ^(£p) , 



(*2^'(£y)l?„p,)o*r(;'2''(£T))o«aPy+('^) = C'(£y), 

«'(ea)^»»,) o<f^(/7f (£„)) o„„p,+ (T) = <Pt^(£„), 



,aPy/ py! 



(xpy/ 



(^2^(£y) |g> ) o ^"3P'''(;72 (£y)) o (X 



apy/„ay! 



:^f^(£,). 



(2.5.4.7) 
(2.5.4.8) 
(2.5.4.9) 
(2.5.4.10) 
(2.5.4.11) 
(2.5.4.12) 



En composant 2.5.4.3 restreint à y^py et 2.5.4.6, via les égalités 2.5.4.7 et 2.5.4.8, on obtient le carré 
commutatif : 



aPy! / c \ 
Wapy+/'i \^a) 

aPy!/c \ 
Wapy+^'2 lc.pJ 



<^f'(£p) 



(««+(£«)) |t„py 
(«p+(£p))l 



(2.5.4.13) 



De façon analogue, en utilisant 2.5.4.9 et 2.5.4.10 (resp. 2.5.4.11 et 2.5.4.12) on obtient les diagrammes 
commutatifs suivants : 



"apy+oP2 (£p) 



"aPY+ \ 23 



apy!/p N 
"apy+o/'s (Sy) 



^f^(£p) 



(wp+(£p))|y„PY M„py+o;7f^'(£„) 

-f-^PY^apY «aPY+(e?3^)f^ 

("y+(£y))|yapy) Wapy+ ° /'s (£y) ■ 



(Ma+(£a))|a'„p^ 

-f^Y^apy 

("y+(£y))|y„p,- 



(2.5.4.14) 



De ces trois derniers diagrammes, comme le foncteur Mapy+ est (pleinement) fidèle (pour les modules co- 
hérents), il en dérive que les isomorphismes vérifient la condition de cocycle si et seulement si les 
isomorphismes Tocp se recollent. 

Soit/ = (/a)aeA : ((£a)aeA, (6ap)a,peA) ^ ((£a)aeA, (eap)a,peA), un morphisme de Coh(Z, {7a)aeA, T). 
On lui associe la famille Jiecol(f) : (Ma+(/a))aeA- En notant Tap (resp. x'^^) l'isomorphisme rendant com- 
mutatif 2.5.4.3 pour 6(xp (resp. O^^^p), on obtient le cube 



«ap.o,f(^)_"«p+o;,lP-(£:x) 



«ap+oPi (£a 



(«a+(£a))la'aB 



(«a+(£a))|cP„| 




ap! /p/ 
^ap+op2 (£p 



ab! / ^ ^ 



vp 



(wp+(£p))l?„p 



«^f(£p) 



(Mp+(£p))|a> 



T5|ï+(/p))l3'„p 



(2.5.4.15) 

dont les carrés de devant, de derrière, du bas et du haut sont commutatifs par fonctorialité ou grâce à 2.5.4.3. 
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Comme celui de gauche l'est (via 2.5.2.2), il en résulte qu'il en est de même du carré de droite. Les mor- 
phismes Ua+{fa) se recollent donc. 

On a donc construit le foncteur Jlecol. Prouvons maintenant que celui-ci est quasi-inverse de XLoc. Soit 

((£a)aeA, (6ap)a,peA) un objet de Coh(Z, (î'a)aeA, T). Dans un premier temps, il s'agit d'établir un iso- 
morphisme fonctoriel £oc o 3îeco/((£a)aeA, (6ap)a,p€A) ((£a)a€A, (6ap)a,pGA)- 

Notons £ := Oîeco/((£a)(X€A, (6ap)a,peA), ^oc{E) = ((Ma(£|a'a))aeA, (6^p)a,peA) et : Ma+(£a) ^ 
£|yj^ les isomorphismes canoniques vérifiant Totp = 'Câ^lcPap ^'^ipl^^^p, oîi Toip a été défini via 2.5.4.3. Consid- 
érons le diagramme suivant 



K^'oMa(«a+(£a)) 




«P! ! 





s- 











■Wap((£|3'a)l?ap 



P2 o«p(£|yp) 



;72 OMp(Mp+(£p)) 



"ap('^ap) 



«ap((£|3'p)l3'ap 



(2.5.4.16) 

oîi la flèche 6^p est par définition celle rendant commutatif le carré de devant. Les carrés du fond et de 

droite sont commutatifs par définition et ceux du haut et du bas le sont par fonctorialité. Grâce la remarque 
2.5.3, on en déduit que les isomorphismes Q'^^ vérifie la condition de cocycle et on se ramène à prouver que 

l'isomorphisme d'adjonction £« u^oua+{8-a) est compatible aux données de recollement respectives, 
i.e., que le carré de gauche suivant 



pfie-a) pfoul,oua+{&a) ^ «àpK+(£«)la'„p) (2.5.4.17) 

S«pf~ ^apl~ "ap('^ap)f~ 

pTi^p) ^ ^P?'°u^°u^+{Ep) ^ ^«ap(«P+(Sp)|yap) 



est commutatif. Or, en apphquant le foncteur Uaf,+ au diagramme 2.5.4.17 et en composant avec le dia- 
gramme commutatif 

«aP+Wap ("a+ (£a) | y„p ) 7^ ^ "«+ i^alW^ 

«aP+"ap('fap)|~ ^^-^ "^«p f ~ 

"ap+«îxp(«p+(£p)la'„p) 7^ — ^ "P+(£p)la'ap' 

on obtient 2.5.4.3 (par construction de la flèche d'adjonction de la proposition 2.2.2), qui est commutatif. Le 
foncteur Uç^^_^_ étant fidèle, on démontre ainsi la commutativité du contour de 2.5.4.17. Puisque le carré de 
droite de 2.5.4.17 est commutatif (il correspond au carré de devant de 2.5.4.16), il en découle celle du carré 
gauche. 

Réciproquement, si £ est un î)3p(^r)Q-module cohérent à support dans X, vérifions que l'on dispose 
d'un isomorphisme Jlecol o Loc{E) £ fonctoriel en £. Notons (6ap)apeA» 1^ donnée de recollement de 
(Mo((£|ji„))aeA définie dans 2.5.4.1 et (Xoip)apGAî la donnée de recollement de {ua+Ua{^\ya))aeA déduite de 
celle de (Mp((£|j'j^))aeA via 2.5.4.3. Prouvons maintenant que les isomorphismes d'adjonction Ua+Uç^{8,\y^) — ^ 
£|g>jj sont compatibles aux données de recollement respectives, i.e., que le carré de droite suivant (la com- 
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mutativité des deux autres est tautologique) 

«aP+o«ap(S|y„p) ^-«ap+opr ■(««(£ |CP„)) ' ^ («a+Ma(£|ya))|yap ^T-^l^^ap (2.5.4.18) 

Il "ap+^ap-f^ ,ap, i , „, '^apf'^ || 

' /CI ^"«P+W «P!/ 1/c, (V^l^'p)) , , ... ^Skfc," 

"ap+OM„p(t|y„p) ^Map+op/ (Mp(£|yp)) > («P+«p(£bp)) b„p ^^^bap 

est commutatif. Or, on dispose du diagramme commutatif suivant : 

aB' I /oi s^jia aB' I i /m \ "«P+'^ ' / ' /ci \\| ^'*j"ap i /„, ^, 

«ap+;'l MixlSba) «ap+;'i MàMa+Màl^ba) — ^ "(xP+«apl."ce+«alc.baJibap «oc+Màlc.baJb„p 

Il ~iadj„„ ^ ^ -|adj„„ ^^.^ ~|adj„„ 

«ap+P?'«a(£ba) «aP+PÎ''^'«a(£ba) ^^^^ " "aP+"ap^^'^«P^ ^ ^ ^'^«p- 

(2.5.4.19) 

En effet, les deux carrés de droite de 2.5.4.19 sont commutatifs par fonctoriaUté, tandis que celui de gauche 
l'est pour les mêmes raisons que celle du deuxième carré de gauche de la troisième hgne de 2.2.2.1. Or, 
le morphisme (|)"'^(Mcc(£ba)) ^^^^ construction (voir la preuve de 2.2.2), égal au morphisme composé 
horizontal du haut de 2.5.4.19. Via la commutativité du diagramme 2.5.4.19, il en découle que le morphisme 
composé horizontal du haut de 2.5.4.18 est le morphisme d'adjonction Map+W(xp(£bap) ~^ ^l^ap- même, 
on vérifie que morphisme composé horizontal du bas de 2.5.4.18 est égal au morphisme d'adjonction par 
Map. □ 
Remarques 2.5.5. Nous avons en fait prouvé mieux que 2.5.4 : nous avons construit un foncteur canonique 
Jlecol quasi-inverse du foncteur canonique Loc : Coh(Z, J", T) — * Coh(Z, {'?a)aeA, T). Cela correspond 
à une extension de l'analogue ;7-adique de Berthelot du théorème de Kashiwara (voir [Ber02, 5.3.3]) qui 
correspond au cas où X > f se relève en un morphisme u : X^'Pde V-schémas formels lisses. Le foncteur 
Hoc (resp. Jlecol) étend d'une certaine manière u' (resp. m+). 

DÉFINITION 2.5.6. On définit la catégorie lsoc^(7, Z, {'?a)aeA/K) de la manière suivante : les objets sont 
les familles (£'a)aeA' de jaOx„A:-modules cohérents possédant une connexion intégrable surconvergente, 
ces familles étant munies d'une donnée de recollement, i.e., d'isomorphismes, îl^p : (Ep) p'^g (Ea), 

y^pD^e^p^-linéaires et vérifiant la condition de cocycle : r\'^p = Tlif^oîlis^, oîi t]"!^, ti"!^ et r\'^p sont définis 
par les diagrammes commutatifs 



Pi?kP2k (^p) PiP' (^p) PiIkpIÎ (Ey) P^P (Ey) P^UPit i^y) # (Ey) 

PnlPlK'iEa) -^p^P'iEa), pIUp^ik^) ^^#(^p)> PnK Pli i^a) -^PiP\Eo 



-a)- 

(2.5.6.1) 

Les morphismes / = (/a)aeA : ((^a)aeA, (ilap)a,pGA) ^ ((^a)aeA, (ilap)a,peA) sont les familles de mor- 
phismes fa'- Ea^ commutant aux données de recollement. 

On remarque enfin que, comme piK est une immersion ouverte, les foncteurs p'^^' et p'^p sont égaux. De 

même, pour P^2K' PiÎk PiÎk- plus, lorsque A est réduit à un élément, Isoct(7, X,'J'/K) est égale 
à la catégorie des isocristaux sur Y surconvergent le long de mX, habituellement noté Isoc\Y,X/K). 
Proposition 2.5.7. U existe un foncteur canonique Hoc : lsoc^(7, Z/^T) lsoc^(7, X, (Ta)aGA/^) ia- 
duisant une équivalence de catégorie. 

Démonstration. On associe à chaque y^Ojx [y -module cohérent, E, muni d'une coimexion intégrable surcon- 
vergente, la famille (M^(£^|]Za[g3„))aeA> oîi M*2f est l'image inverse correspondant au diagramme commutatif 
suivant (voir les notations de 2.3.1) : 

Il II "«4 
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De manière analogue au début de la preuve de 2.5.4 (on remplace x par £), cette famille est munie d'une 
structure canonique de donnée de recollement. De même, si f : E ^ E' est un morphisme de Isoc^(y, X/K), 
la famille de morphismes (Ma/f(/|]Xa[j>o,))(xeA commute aux données de recollement. On a ainsi construit un 
foncteur Loc : Isoc\Y,X/K) \soc\Y, X, {'?a)aeA/K). 

Grâce à [Ber96c, 2.3.1] (qui implique que les foncteurs m*^ et M*p^ sont pleinement fidèles pour les 
isocristaux surconvergents) on vérifie que ce foncteur est pleinement fidèle. 

Prouvons à présent son essentielle surjectivité. Soit ((£'a)aeA, ('nap)(x,pGA) ^ lsoc^{Y,X, (5'ce)aeA/^)- 
D'après [Ber96c, 2.3.1], il existe un jc(0]x„[j,^ -module cohérent et un isomorphisme ta : UaKi^a) ~^ 
Ea- Il existe alors un unique isomorphisme l'^^ : -E'pljx^pjy ^ -^alix^plg. ^ s 'inscrivant dans le diagramme 
commutatif : 

Vérifions à présent que les isomorphismes z'^^ se recollent. Considérons le diagramme commutatif suivant 

"apy/:^'^pl]Xapy[a>„p^J ^^Pl2;f «ap^(^pl]%b„p ) PlK ^^Ki^^) Pnk PlK i^) PlK (^p) 

H*„ (E' r ') g „«Pt*..* (pli , ^ _e ^ apy* ap* ^ /t7/\_!^' apy* ap*/„ x _e ^ aBy*/„ x 

(2.5.7.2) 

OÙ le rectangle du milieu se déduit de 2.5.7.1 par application du foncteur p^^T • remarque que la flèche 
composée du bas de 2.5.7.2 est indépendant du chemin suivi, i.e., le diagramme suivant est commutatif : 

'^a^yKK'^aljX^y^^^) ^ PllK u^pKK^aljX^filT^) ^ Pi^^ Pi^ K.k{K) ^ Pnk PlK i^a) ^ Pik (^a) 
Il Il 

<m(K\]x^^yKj -^p'ST<yKiE'J]x.,yJ^p't!Tp^T^^^^^^ ^ptP*iEa). 

De même pour la flèche du haut de 2.5.7.2. En écrivant les deux autres diagrammes analogues à 2.5.7.2, 
on établit que la famille (Ê'„)(xeA se recolle en un 7''' 0]x„[y^ -module cohérent E', muni d'une connexion 
intégrable surconvergente. En outre, les isomorphismes la induisent Loc{E') {{Ea)aeA, (ilap)a,peA)- 

□ 

DÉFINITION 2.5.8. Avec les notations de 2.5.7, soient ((£'a)aeA, (ilap)a.peA) ^ Isoc^(y, X, (^Pa)aeA/^) 
et £■ e lsoc^Y,X/K). On dira que ((£'a)a£A, (Tlap)a,p6A) recolle en E, s'il existe un isomorphisme 
Loc{E) {{Ea)a€A, (llap)a,peA)- 

Proposition 2.5.9. Les foncteurs sp^ et sp* induisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie 
Isoc'''(y,X, (J'a)a6A/^) et la sous-catégorie pleine de Coh{X, {'?a)aeA, T) desobjets {{Ea)aeA, (6ap)a,p6A) 
tels que, pour tout a G A, Sa soit OxayQCT nX^) -cohérent. 

Démonstration, i) Construisons d'abord le foncteur sp^ : Isoc^(y, X, {'?a)aeA/K) Coh(X, (CPa)aeA, T). 

Si ((£a)a6A, (Tlap)a,peA) est un objet de Isoc'''(y, X, {9a)a€A/K), démontrons alors que ((sp^£a)aeA, (6ap)a, 
oîi est l'unique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant 

sp*rf(^a)-^pf'sp,(£„) (2.5.9.1) 

SP^P^K (^P) P?' (^P) 
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dont les isomorphismes horizontaux découlent de 2.4.1, est un objet de Coh(Z, (J'a)aeA5 T), i.e., que les 
isomorphismes 9(xp vérifient la condition de cocycle. Considérons le diagramme commutatif suivant : 

(2.5.9.2) 

Or, il découle de 2.4.1 et de 2.4.6 que le morphisme composé du haut (resp. du bas) de 2.5.9.2 est l'isomor- 
phisme canonique sp^(p"|^)*(£'a) ^ p"'^^'sp^(£'a) (resp. sp^(p2|^)*(£'p) ^ P2'^^'sp^(£'p)). En écrivant 
les deux autres diagrammes analogues, on conclut que la condition de cocycle est validée. 

En outre, si / = (/a)aeA : {{Ea)aeA, (ila|5)a.|3eA) {{E'JaeA, (Tl'„p)a.|5eA) est un morphisme de la caté- 
gorie Isoct(F, X, {•J'a)aeA/K), on vérifie, par fonctorialité de 2.5.9.1, que la famille sp^(/) := (sp^(/a))aeA 
commute aux données de recollement. 

ii) Réciproquement, on construit un foncteur, noté sp*, de la manière suivante : soit ((£a)aeA) (0ap)a,p6A) 
est un objet de Coh(X, (J'a)(xeA, T) tel que £« soit Oxa^C"^ nX(x)-cohérent. En notant Tl^p l'unique mor- 
phisme rendant commutatif le diagramme suivant 

sp>f -^rfsP*(£«) (2.5.9.3) 

sp>f'(£p)^P2Îsp*(£p), 

on pose sp*((£a)aeA, (9ap)a,peA) := ((sp*£a)aeA, (ilap)a,peA)- De manière analogue à l'étape i) (en util- 
isant 2.4.1 et 2.4.6), on établit que {{sp*8.a)aeA, (llap)a,peA) e Isoc^(y,X, (Ta)aeA/^)- De plus, si / = 
(/a)a€A : ((£a)aeA, (6ap)a,peA) ^ ((£a)a6A, (9ap)a,P6A) est un morphisme, par fonctorialité de 2.5.9.3, la 
famille sp*(/) := (sp*(/a))aeA commute aux données de recollement. 

iii) Soit ((£a)aeA, (ilap)a,peA) un objet de Isoc'''(7,X, {'?a)aeA/K). Notons Qafi (resp. rj^p) les isomor- 
phismes de recollement canoniques induits sur sp^(Ê'(x) (resp. sp*sp^ (£"«)). Démontrons maintenant que les 
isomorphismes d'adjonctions sp*sp^(£'(x) commutent aux données de recollement, i.e., que le carré 
de droite du diagramme suivant 

pfiE,) ^ sp*sp,;.S'(£«) sç*pf-,çAEa)^pt^V*^VÀEa) ^ (2-5.9.4) 

PiK^E^) ^Ç*^Ç*P2KiEf) ^?*pT^?ÀE^) ^t:— ;?2?sp*sp,(£p) PjPiE^), 

est commutatif. La commutativité des deux carrés du miheu découlent respectivement de 2.5.9.1 et 2.5.9.3, 
tandis que celle du carré de gauche se vérifie par fonctoriahté. Or, il dérive de 2.4.1.2 que les morphismes 
composés du haut et du bas de 2.5.9.4 sont les morphismes identités. Comme toutes les flèches sont des 
isomorphismes, le diagramme 2.5.9.4 est commutatif. 

iv) Soit ((£a)aeA, (9ap)a,peA) un objet de Coh(X, (ya)aeA, T) tel que £„ soit Oxa,QC'"7' nX^) -cohérent. 
On vérifie de façon similaire à l'étape iii) (on utilise 2.4.2 au lieu de 2.4.1.2), que les isomorphismes d'ad- 
jonctions £(x sp^sp*(£a) commutent aux données de recollement. □ 

Théorème 2.5.10. On dispose d'un foncteur canonique pleinement ûdèle ?iÇx^7,T+ ■ ïsoc\Y,X/K) 
Coh(X, 7, T). Son image essentielle est constituée par les 1)tp('T)Q-modules cohérents £ à support dansX 
satisfaisant l'une des conditions équivalentes suivantes : 

(*) pour tout ouvert J"' de T tel que l'immersion fermée X HP' ^ P' se relève en un morphisme v : 
X' ^ y de V -schémas formels lisses, le faisceau v'(£|y/) est Ox'mC^T nX') -cohérent, 

(**) pour tout ouvert 7' affine de 7, pour tout relèvement v : X' ^ J" deXDP' P', le faisceau v'{£.\'y) 
est Ox'mO'^ r\X')-cohérent. 
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Si T est vide, on le notera spx^-p+- Si aucune confusion n'est à craindre, on écrira simplement sp_,_. 

Démonstration. Il découle de 2.5.7, 2.5.4 et 2.5.9 et avec leurs notations, la construction d'un foncteur 
canonique pleinement fidèle sçx^'3>,t+ • Isoc^(7, X/^) Coh(X, J", T) défini en posant sçx^'y,T+ '•= 
^Recol o sp^ o Z,oc. À présent, caractérisons son image essentielle. La condition (*) implique (**). De plus, 
soit £ un D3p(^r)Q-module cohérent à support dans X satisfaisant la condition (**). Avec les notations de 
la preuve de 2.5.4, soit iioc{E) := {{u'ai&WJJaeA, (6ap)a.peA)- Via 2.5.9, comme m-((£|3>„) est Oxo.qC'T n 
Z(x)-cohérent, il en résulte que £ est dans l'image essentielle de spj^^y Réciproquement, donnons-nous 
un objet ((£a)aeA, (6ap)a.peA) de Coh{X, {'?a)aeA, T) tel que, pour tout a G A, £« soit Ox^^q^T nXa)- 
cohérent. Posons £ := Jlecol{{8,a)aeA: (9ap)a,pGA) ^t prouvons que £ vérifie la condition (*). Soit J"' un 
ouvert de T tel que l'immersion fermée XHP' P' se relève en un morphisme v : X' ^ ÎP' de V-schémas 
formels lisses. Il s'agit de prouver que v'(£|g3') est Ox',qCT r\X')-cohérent, ce qui est local en X' et T'. On 
peut donc supposer que X' est affine et qu'il existe tto G A tel que CP' C Too- Choisissons Pa : X' ^ Xoç, un 
relèvement deX' CX^q. On conclut via l'isomorphisme v'(£|,p') — ^ Pa'^ai^Wa) ■ '-' 

Remarques 2.5.11. Avec les notations de 2.5.10, grâce à la description de Berthelot des isocristaux surcon- 
vergents énoncée dans [Car05c, 2.2.12], v' (£|y') est Ox',qCt nX')-cohérent si et seulement si, en notant y' 
l'ouvert de X' complémentaire de THX', v'(£|y/)|y/ est y/, q -cohérent. 

Proposition 2.5.12. Le foncteur sp^^y 7-+ ne dépend que de X ■-^ 7 et de T. 

Démonstration. Il s'agit de prouver que le foncteur spx^'3',T+ ^st indépendant du choix des recouvrements 
ouverts de P, ni de celui des relèvements qu'il induit. Donnons-nous un deuxième recouvrement d'ouverts 
affines 7 = Ua'eA'ya'- En remplaçant respectivement a, P, y € A par a', (3', y G A', on prend pour ce recou- 
vrement les notations analogues à 2.5.1. 

Dans un premier temps, supposons qu'il existe une appUcation surjective p : A' — > A telle que, <^ 
^p(a') 6t 7a = U(x'gp-i(a) J'a'- Pour tout (a', |3', Y) G A ^, on choisit alors des relèvements 8a' : Xa' ^p(a')' 
£(x'p' : Xa'p' •^p(a')p(P') ^a'PY • -^a'P'y ~^ ■^p(a')p(P')p(y)" construit alors un foncteur 

: Coh(X, (a'a)a6A, T) ^ Coh(X, (ya')a'eA', T) 

de la façon suivante : pour tout objet ((£a)aGA, (9ap)a,peA) de la catégorie Coh(X', (J'a)aeA, T), on définit 

^^^(3'a')(x'eA',(3'a)aeA((^«)«e^'(^ap)a,peA) = ((£a')a'eA',(9a'P')a',P'eA')' OÙ £«' := Ea'C^pCa')) 6a'P' est l'u- 
nique morphisme induisant le diagramme commutatif : 

a'P'' I /p N ^^1 ^pCaOpCPOVp \ n<^o^\ 

Pl ^a'i^p(.a'))^^^a'P'Pl {^p{a')) (2.5.12.1) 

«'P'Li /c \ t „i p(a')p(P')!/c \ 
Pl ep'(£p(P')) ^a'^'Pl (£p(P'))- 

On vérifie que les isomorphismes Q^'^' satisfont à la condition de cocycle. Enfin, en transformant le carré 
2.5.12.1 en cube, on obtient la fonctoriaUté de ^oc(^^^,)^,^^,^(^y^^^^. 

De manière analogue (en remplaçant £ par E, 6 par r\eti par e), on construit un foncteur 

^^^(3'a')„'.A',(3'a)a.A ■ Isoc^Y , X , a) aeA / K) ^ IsocHy , X , {ya')a'eA'/K). 

Pour ces deux foncteurs, on dispose d'un isomorphisme canonique ■^oc(j>^,)^,^^, (y^)^^^ o Jioc Hoc. Il 
reste alors à prouver la commutation suivante : sp* o£oc(y^,)^,^^,_(y„)^^^ ^ ^oc(ya')a'eA'.(î'a)aeA ° ^p*, où 
sp* désigne le foncteur construit dans 2.5.9. Soit ((£a)aeA! (9ap)a,peA) un objet de Coh(Z, (î'a)aeA, T) tel 
que, pour tout a G A, £« soit OxaM^^^ flXa) -cohérent. Avec les notations analogues à 2.5.9.3, considérons 
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le diagramme 



a'R'* * I / n \ 
PlK SP ea'(Sp(a')) 



sp*(ea'3') 



* CCp!„I /n \ 



Tt'R'! 



sp>2 ep'(£p(P')) 



sp*e„,p,(ep(a>(g^^ 
^<:n*p! „P(«')p(P')!/e ^ 



„p(a')p(P')Vc > 
sp «^(v'p'"l l^p(a')J 



P"7*ea'^sp*(£p(a')) 



<^(llp(a')p(|î')) 



^%>^K^VP\ 



,p(a')p(P')* 



(£p(a')) 



,„.„p(«')p(P')vf^r'^'"''^*''^ 



OÙ les carrés horizontaux sont commutatifs par définition. Il découle de 2.4. 1 et de 2.4.6 que les rectangles de 
devant et de derrière le sont aussi. Comme il en est de même par fonctorialité du carré de droite, il en dérive 
que le carré de gauche est commutatif, i.e., que l'isomorphisme canonique sp*8pj,(£p(oi')) ~^ ^a'A:^P*(^p(a')) 
commute aux données de recollement respectives. 

Passons à présent au cas général. En utilisant le troisième recouvrement CP = U((x,(x/)gAxA'î'a H Joi', on se 
ramène au premier cas. □ 



3. Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux surconvergents : compatibDité aux images 
inverses (extraordinaires) par une immersion ouverte 

On désignera par / : j£' — s- X une immersion ouverte de V-schémas formels lisses, T un diviseur de 
X et T' := f^^(T) le diviseur de X' correspondant. On note ^ l'ouvert de X complémentaire de T et on 
désigne par E un isocristal sur Y surconvergent le long de T. Le dual de E sera noté f^. De même pour tout 
OxCT)Q-mod\x\e £, £^ sera son dual Ox(^r)Q-linéaire. 

Nous avons construit dans [Car05a, 2.2.12], l'isomorphisme canonique de commutation aux foncteurs 
duaux suivant : sp^(£'^) Bysp^(£'). Nous vérifions dans cette section que celui-ci commute aux images 
inverses (extraordinaires) respectives par /, i.e., que le diagramme 3.3.13.1 est commutatif. 

Comme le cas de la restriction à un ouvert est immédiat, sauf pour 3.3.13, on supposera que / est un 
isomorphisme. 

3.1 Images directes et images inverses extraordinaires dans le cas d'un isomorptiisme 
3.1.1. On note DxC'T)q := OxCt)q ®Oxq'^x,q (de même avec des primes). Le morphisme Dx'Ct')q- 
linéaire à gauche canonique Dx'('T')q — > f*1)xCT)Q (voir [BerOO, 2.1.3.1]) est un isomorphisme. On note 
l, l'isomorphisme composé : f-^VxCT)Q f*DxCT)Q ^ 'DxCT')q. 

PROPOSITION 3.1.2. L'isomorphisme i : f~^'DxC'T)Q 1>x'Ct')q est un isomorphisme d'anneaux. 

Démonstration. Pour tout entier n, on écrit '?x,n '•= Qxxx/^"~^^^ oîi "J désigne l'idéal de l'immersion diago- 
nale de X. On posera J'x.n '■= ^xCt)(q (8)o^ 'J'x,n et 'I)x,n son dual 03c(^r)Q-linéaire pour la structure gauche 
(de même en rajoutant des primes). 

On remarque d'abord que l'isomorphisme l envoie f^^T>x,n sur 1)x',n- En effet, cela dérive du diagramme 
commutatif : 

f-^Vx^Q — f*DxCT)Q ^ 'DxCT% (3.1.2.1) 

f~^'^X,n ^ ^ f*'Dx,n ^ '^X',n, 

dont la flèche en bas à droite découle par duaUté du morphisme canonique f*7x,n '^X!,n- 

Soient n, n' deux entiers, P e f~^T)x,„, Q e /'^"èx,»'- En notant 1 : f*?x,n ^ 0x07% l'image de 
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Ppar/-iî)x.«^/*î)xn-^^Komo^,(tr)Q(/*yx,n,03p(trOQ), via 3.1.2.1, on obtient tautoto^^^ 
le diagramme commutatif : 

(3.1.2.2) 




Considérons maintenant le diagramme suivant : 

/-i^3e,n+„' ^r'%n®/-i03e(tr)Q/-'^3e,„' -^r'Ox(^r)Q (3.1.2.3) 

il il il il 

5"'"' ~ ~ i(G) ~ 7 , 

dont les isomorphismes 5"'"' sont ceux analogues à [CarOSa, 1.1.10]. Par définition, le composé du haut (resp. 

du bas) donne P ■ Q (resp. i(P) ■i{Q)). Ainsi, par 3.1.2.2, il s'agit d'établir la commutativité de 3.1.2.3. On 
déduit de 3.1.2.2 la commutativité des carrés du milieu et de droite. Quant à celle du carré de gauche, cela 
dérive d'un calcul immédiat (on utilise la caractérisation de ô""' : ô"'"'(a® ô) = (a® 1) (8) (1 ® è)). D'où le 
résultat. □ 

3.1.3. On remarque que le diagramme 

est commutatif. On dispose ainsi, pour tout £ G ^coh(*-^^(^'^)Q)' ^ l'isomorphisme canonique /*(£) = 
03£'(^^')q '^/-i03E(tr)Q £ — ^ '^xCT')Q<Sif-i-r)x{^T)Q £• De même en remplaçant D par V^. 

En voyant Dx'Ct')q comme un (2)x'(^r')Q,/^^î)x(^r)Q))-bimodule, on obtient l'isomorphisme canon- 
ique 'Dx'CT')q 1^x'-*xCT)q de (I'x'(^^')(Q)/~^^3e(^^)Q)"biniodules. Dans la suite, on pourra iden- 
tifier canoniquement 'Dx'^xCt)q et Dx'C^^Oq- 
Proposition 3.1.4. Les isomorphismes canoniques 

r i(0x®/-iOx Dx'C^Oq ^ œx' ^0^^, 1)x'Ct%, (3.1.4.1) 
'Dx'CT%^f-.o^f-'(0^' ^ 'Bx'Ct')q®o^,(0^}, (3.1.4.2) 
(Ox'®o^,'Sx'Ct%® 0^,(0^1 ^ 'Dx^x'Ct)q, (3.1.4.3) 
sont f^^T)xCT)Q-bilinéaires pour les deux premiers et {f^^'DxC'T)Q,'Dx'C'T')Q)-bilinéaire pour le dernier 

Démonstration. La proposition a bien un sens. En effet, en considérant le faisceau Dx'CT')q comme 
un (/-iDxCr)Q,Œ)^,(tr')Q)-bimodule, /-'(Ox^/-iOx '^xCT% devient un {f-^DxCT)Q,DxCT%)- 
bimodule à droite et donc, grâce à t, un !D^(^r')Q-bimodule à droite. De même, pour les deux autres iso- 
morphismes 3.1.4.2 et 3.1.4.3. 

La proposition est locale. Supposons donc X affine muni de coordonnées locales ti,... ,td. Notons t[,...,t'^ 
les coordonnées locales sur X' correspondantes, 3i, . . . ,3^ et 9j, . . . ,9^ les dérivations associées. On peut 
alors identifer (Ox à 0^ grâce à la base dti A-- - A dtd, et to^^ à 0^ grâce à la base duale. De même en 
remplaçant X par X' et t par t'. Ces identifications sont compatibles car l'image d^Q dt\A--- A dtd par l'iso- 
morphisme canonique /^^(Ox'X'/-io3- Ox' ~^ ^X' sst dt[A-- - Adt'^ (de même en passant au dual). 

Avec ces identifications, l'action par la structure tordue se calcule avec Vadjoint (voir [BerOO, 1.2.2.1]). 
En effet, cela découle de la formule essentielle [BerOO, 1.2.3]. 

La flèche t envoie d^^ := 3^' •••9^" sur 3'^^ := d'^^'-'-d'^" et L^a#l sur 1^(1 ® où 1 (8)a^ est 
l'image canonique de G f~^OxCT)Q dans Ox'Ct')q. Puisque t est un homomorphisme d'aimeaux, on 
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calcule que pour tout P G / ^'DxCt)q, h{P) = i{^P), où « t » désigne l'adjoint. 

□ 

3.1.5. De manière analogue à 3.1.2, on prouve que l'isomorphisme composé f^^V^^fC^) f*D^£^{T) ^ 

'D^^\t') est un isomorphisme d'anneaux. Il en résulte, avec les notations de [Car05c, 1.1.2], par complé- 

tion et passage à la limite sur le niveau, que f^^T>l^Ç'T)Q ^—i- T>^^,^^(^T)q T)^^,{^T')q est un iso- 
morphisme d'anneaux. Les isomorphismes de 3.1.4.1 sont encore valables en remplaçant 1) par V^. Ainsi, 
l'isomorphisme canonique 003^(8)0^, '^x>CT')q^o^, g)^} ^ if'^'^xCT)q,'D^^,{^T')Q)- 

biUnéaire. Par la suite, on identifiera I'x'^3e(^'^)Q ^ '^x'C'^')q '^x^X'C''^)q ^ "^Ox' '^x'C'^')q '^o^i 

Notations 3.1.6. Pour alléger les notations, on pose Ox := OxCT)q cox := Ox'^Oa; '■= '^x(^T)q 

(par défaut) ou 'DxCt)q, Vx'^x :=lim %P {T')èo^,%P_^^^^ (par défaut) ou Ox'Ct%^o^,^^Dx'^x,q. 
De même en rajoutant des primes. 

On notera (D^^q^ ^x^)t le bimodule déduit de i>x®Q^ Ô)^^ via l'isomorphisme de transposition (3 
de [BerOO^ 1.3.4.3] (en d'autres termes, la structure gauche est la structure droite et vis versa). De même, 
{g>x'^q^ 'i>x)t désignera le bimodule déduit de œx<^ô^ via l'isomorphisme de transposition 6 de [BerOO, 

1.3.4.1]. De cette façon, les isomorphismes P : Dx^q^ {'Dx'Siq^ ^x^)t ^ '• (^x'^q^ "^x 

{g>x®q^ '^x)t sont biUnéaires. 

3.1.7. SoientM GD^„,(î)^(tr)Q^),M' GD^„,(î)^(tr)Q''), £- eDl^{^VlCT)q), £' e 01^(^^1,07%). 
Via les deux identifications de 3.1.6, on obtient : 

/|(M) =r'M®^_,^i^(tr)Q {(^x'^Ox' '^x'Ct%®o^, a^'), 
/r,+(£') =/*((cor (8)03,, 1)U^T% 00^, %/) ®a:,^,(tr)Q 
/r,+ (M')=/*(M'). 
On dispose des isomorphismes : 

cox'®o^,/r(£) ^ âi^x^Ox £), /r(M)^5o^,a)^/ ^ /^(M^o^ï «x')' (3.1.7.1) 

oix^Ox h.A^') /r,+ (cox' ^0^, £'), /r,+ (M') C5o.^ œ^' ^ /r^+l^' ®o^, ©x' ) (3.1.7.2) 

(pour le passage de droite à gauche, on pourra consulter [VirOO, 1.2]). Décrivons localement ces isomor- 
phismes. Supposons donc X affine muni de coordonnées locales ti,...,td. Notons f( , . . . , les coordonnées 
locales sur X' correspondantes et identifions cox à Ox grâce à la base dt\/\--- f\ dtd, et co^^ à Ox grâce à la 
base duale et de même avec des primes. 

Avec ces identifications, on calcule d'abord que l'isomorphisme canonique (voir sa construction dans 
[VirOO, 1.2.1.2]) [Vx^q^ œx^)t ^T)^ (^-^"^Ox "^^^^ ~~' envoie /'(g) g sur QP, avec P et g des sections 
locales de Dx- En particulier 1 (g) 1 s'envoie sur 1. 11 en découle que l'isomorphisme canonique de [VirOO, 
I.2.2.(i)] M (8)^^ £ (rox(8>Q^ £) ^?^®ôx expédie x®e mr e®x, oîi x et e sont des sec- 
tions locales respectives de M et £. Or, l'isomorphisme Cûx' ®Oj^i /r(£) ffi'^x^Ox £) composé 
suivant : 

COx' ®0x, {^X' ®f-iî>^ /"^£) ^ «36' ^Ox, {f~\(^X®ô^ £) (5x' (85^, W^/)) ^ 

^ f~\àx®ô^ £)«'/-i5x (rax'«)03e,^3e'Oô^,ô5x'^), (3.1.7.3) 

oîi le symbole « d »_sigmfie que l'on a pris, pour calculer le produit tensoriel, la structure droite (i.e. la 
structure tordue) de Dx/ (8>ô , ^^ë'^' premier isomorphisme découle de [VirOO, I.2.2.(i)]. Le composé 
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3.1.7.3 envoie P' ®x sur x®/*', où P' et x sont des sections locales respectives de ©jp et £. On bénéficie de 
descriptions analogues pour les trois autres isomorphismes de 3.1.7.1 et 3.1.7.2. 

De plus, on définit les opérations analogues en remplaçant « » par « D ». Si un risque de confusion est 
à craindre, on notera ff (resp. fj^) pour ff (resp. /r,+). Pour tout £ G ^cohC^^x(^^)Q)' on dispose d'un 
isomorphisme canonique 

/rpteCr)Q®D^(tr)Qe) ^ 2)LC^')Q®%'(tnQ/r(£)- (3-1-7-4) 

3.1.8. On dispose des isomorphismes canoniques ff g{'^'^®ôx i /rd((^-ï®ô^ 

ro^^)t) (©jp '2>Q ^ ro^'^)t. De plus, on bénéficie du composé suivant : 

où les symboles « d » signifient que l'on choisit dans le calcul des produits tensoriels les structures droites 
des bimodules respectifs, et où le premier isomorphisme découle de [VirOO, I.2.2.(i)]. De manière analogue 
à 3.1.8.1, on construit /fg((î)x(8iQ^ S^^)t) "^X'^q 

Par un calcul local, on vérifie que les diagrammes 

(3.1.8.2) 

sont commutatifs. Lorsque / est l'identité, les flèches de gauche des deux carrés sont égaux à l'identité et 
celles de droite s'identifient à p. 

3.2 Sur la commutation des foncteurs duaux aux images inverses par un isomorphisme 

Notations 3.2.1. Commençons par quelques notations et rappels sur les foncteurs duaux. 

Pour tout £ G Dpsrf{^DxCT)Q), le complexe dual î)3e(^r)Q-linéaire de £ au sens de Virrion (voir [VirOO, 
1.3.2]) est défini en posant : 

D3e,r(£) ■.= -R0<om^^^,T)Q{E,'DxCT)Q®Ox (3.2.1.1) 

De même, pour tous £ € Dpn^f{'^T)^^Q{^ T)), M G Dp^{'D^^q{^TY), leurs complexes duaux DÎ^qC^T)- 
linéaires sont définis comme suit : 

B^_j-(£) := RIKom^^ (£, î)^ (8)5^ ) [dx], 
:= RHom^^ (£, (©^e c5^')t) [dx] , 
^x,tW ■■= «3e®ô^ R:Kom^JM,Vx)[dx] ^ R:Kom^^{M,((ùx®^^ ^x)t)[dx], 
]D)Jj,(M) := M5<om^^ (M, (ùx <^q^ ©x) [dx] ■ 

Le foncteur dual commutant à l'extension des scalaires ([VirOO]), pour tout £ € Dpayf{'^1)x{^T)Q), 

<rPÎeCr)Q®Dx(tT)Q£) ^ DleCî^)Q®ï)3e(tr)QE)x,r(£). (3.2.1.2) 
Si aucune confusion avec 3.2.1.1 n'est à craindre, on omettra d'indiquer le symbole « f ». 
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On dispose des isomorphismes canoniques : 

^'xjC^^^ôx ~^ ^^omg^^{M(^^^ c5^\©x)«)ôx [^x] ^ ]D)x,r(M(g)Q^ rô^^), (3.2.1.3) 

«3e«)ô^ n'xA^) ®^®ôx ^?^^""î,^d(c5x®ô^ £,Dx)[^x] ^ %r(œ3e®ô^ £)• (3.2.1.4) 

Les isomorphismes 3.2.1.3 et 3.2.1.4 n'utilisent pas celui de transposition, ce qui facilite les calculs locaux. 
En effet, supposons X affine et muni de coordonnées locales ïi,...,?^. Notons t[,...,t'j les coordonnées 
locales sur X' correspondantes et identifions (Ox à Ox grâce à la base dt\f\---/\ dtd, et co^^ à Ox grâce à la 
base duale et de même avec des primes. Les isomorphismes 3.2.1.3 et 3.2.1.4 s'identifient alors à l'identité. 

Enfin, on remarque que dans le lemme 3.2.3 l'isomorphisme de transposition n'apparaît pas non plus. 

Notations 3.2.2. • Pour tout M' G Dparf(I'^/ Q(^r')''), l'isomorphisme de dualité relative ([Car05c, 1.2.7]) 

/j- .,. oBx',r'(^') ~^ Iîx,r o/7',+ (3V[') sera noté X- En fait, via les isomorphismes de transposition ô de 
[BerOO, 1.3.4.1], nous avions d'abord construit l'isomorphisme /r,+ oB^ y,(M') D'^y ©/^.(.(M'), que 
l'on désignera encore par %. 

• Pour tout £ G £)parf(*I'^Q(^r)), on notera : 

proj' : /+(rox') £ = /*(rôx') £ ^ /*(rôx') f*^^^ ^r'^x 

^ /*(Sx'®è^, px®^_:î,^r^£)) =/+(ôx'®ô^,/r(£))- (3.2.2.1) 

On obtient en particulier proj' : /* (Wx') ®ôx "^ô / •^^)' dernier étant par fonctoriaUté Dx- 

bilinéaire. On vérifie par un calcul que cet isomorphisme proj' correspond bien à l'isomorphisme canonique 
lorsque / est un morphisme quasi-compact et quasi-séparé quelconque (pour la consttuction dans le cas 
général, voir [Car04b, 1.2.27] ou [Car05d, 1.4.1]). 

• Le morphisme trace : /*(c5x') = Sx sera noté Tr. 

Lemme 3.2.3. Pour tout M' G Dparf(î'^, ^(^r')''), avec les notations 3.2.1 et 3.2.2, le diagramme ci-après 

/*R:Kom^^,(M',œx'<8ô^, ^x)[dx'] ^=/r,+ oD'^_j.,(M') (3.2.3.1) 
/,M3{om^_,^^ (M', Sx' ix)[dx'] 
R^Kom^^ (/*M',/*(Sx C^o^, Vx' Wx'] 
M5{om^^ (/*M',/.(rox) ^x))[dx'] 

~ jTr 

WKom^^ (/.M', Sx ©x) [dx] — ^'x,t ° fT,+ (M') , 
où l'isomorphisme à droite en haut dérive de l'identification entre T>x' et î^x'^x. ^st concimutatif. 

Démonstration. Modulo l'identification entre ©x' et "^X'^x^ le morphisme [CarOSc, 1.2.7.8] est égal au 
morphisme Troproj'^' : /*(Sx' <8)q , l'x') Sx(8>ô^ ©x- De plus, le composé de [Car05c, 1.2.7.2] corre- 
spond à /^MIKom^ ^(M',Sx®è ^'I)x')[dx']^'R^om^^{fM',M(Ox^Q ^'Dx))[^/z'] de 3.2.3.1. D'où 
le résultat par construction de l'isomorphisme % de [Car05c, 1.2.7]. 

□ 



3.2.4. Dans ce paragraphe 3.2.4, supposons / seulement propre. Pour la commodité du lecteur, rappelons 
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que l'on dispose, pour tous M' G £)parf(I'^ qC^'Y), £ G Dparf(*I'^Q(^r)), de l'isomorphisme composé : 

Rf,RO<om^JM',ff{(ùx^^^ £)) ^ M/*R:Kom5^^(M',W3e' (H)^^, /!(£)) 

^ (R/*R?{om^ ,(M',ôx'®5 ,^x'^x))^% ^[dx'/x] 



'4R^om^JM',(ùx (8)5^, Dr) 'Dse^x)) efe'/x] 

^ R:Kom^JfT,+ m,^x®à^ £). (3.2.4.1) 

En lui appliquant o r(j£, — ), on obtient l'isomorphisme d'adjonction suivant : 

adj : Uom^JM'jficùx^^^ £)) ^ }îom^^{fT,+ {M'),(ùx^^^ £). (3.2.4.2) 

Lorsque / est un isomorphisme, on notera adj^^^^ g : fr+fri^x^Q^ £) ^x^q^ £> l'image de 

l'identité de /K^x^io^ £) par 3.2.4.2. Comme fT+f-riîàx^Q^ £) fr+fj-i^) (voir 3.1.7.1 et 
3.1.7.2), on obtient le morphisme d'adjonction adj^ : fT+fri^) £• 
Lemme 3.2.5. Pour tout £ G Z)parf(*D^Q(tr)), Je morphisme composé 

fT+fri^x^à, £) ^ /*(Sx'^o^,/r(£)) £ ^ «x^è. S' (^.2.5.1) 

* ï proj -t Ir A 

OÙ Je premier isomorphisme est 3.1.7. 1, est égal à adj^ |g,_ g. 

Démonstration. Pour tous M' G Z)parf(î)^/ ^(^r')''), £ G Dparf(°î'^Q(^r)), le diagramme ci-après 

/*M?{omj,^,(M',/^(É53e®ô^ £)) ^^M5{om^^(/,M',/*/|(c5x0à^ £)) (3.2.5.2) 

/.MJCom^^, (M',Cûx' ^o^, /r(£)) ^ MJCom^^ (/*M',/,(a)x' /|(£))) 

proj/f'^ proj'f~ 

(/,M5{om^^, (M', (ù^ ©36')) ® £ R^Com^^ ifM',M(àx) £) 

MIKom^^ (/*M',/*(c53e' ®ô^, ©3?)) £ MIKom^^ (/^M'.œ^efH)^^ £) 

proj'j- Il 

MIKom^^ (/*M', (ôçe' ) ^ x) £ —^^^ R:Kom^^ {fM', ^x £) , 

où le morphisme de projection projy en haut à droite est l'isomorphisme de la troisième ligne de 3.2.4.1 
et dont les deux isomorphismes proj' sont induits par 3.2.2.1, est commutatif. En effet, cela est local en X. 
On peut donc supposer que M' possède une résolution bornée par des Dx'-modules localement projectifs et 
de type fini. En résolvant platement £, la commutativité du rectangle du bas de 3.2.5.2 résulte d'un calcul. 
Enfin, celle du carré se vérifie par fonctoriaUté. 

Or, grâce à 3.2.3.1 (et via l'identification = fT+), la flèche 

{f,R3<om^^^ (M', c5r 5^ )) £ ^ MJCom^^ {fM', (Ox^q^ £) 

de 3.2.5.2 (passant par la gauche puis par le bas) est (g) 0% de 3.2.4.1 (qui s'identifie d'ailleurs à (g) 0% o (g)). 
Il en résulte que l'isomorphisme 

fM:Kom^^^{M',ff{(ùx®ô^ £)) ^ ROiom^^{fM',(ûx^ô^ £) 
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passant par la gauche puis par le bas de 3.2.5.2 est le composé de 3.2.4.1. Pour M' = /Kw^e^Q^ £), en 
appliquant o ]Rr(X, — ) à 3.2.5.2, il en dérive le diagramme commutatif 

Hom^^,(/|(ro3£(g)ô^ £),/r(«3£«'ôx £)) — Hom^^ (/r+/j.(ro3e®ôï E),fT+ff{(ùx^Q^ £)) 

^ I ~ ''^ ~ 

Hom^^(/r+/j-(co3e(8)ô^ &),(ax(^Q^ £), 

(3.2.5.3) 

dont le morphisme de droite se déduit du composé de droite de 3.2.5.2 (qui découle fonctoriellement de 
3.2.5.1). On conclut en calculant l'image de l'identité de /^(rox <81q^ £) via les deux chemins de 3.2.5.3. □ 

3.2.6. Soit H un Dx-bimodule à gauche. On obtient le {f^^Vx, Dx')"bimodule fj-^i^)- Via l'isomorphisme 

canonique t : f^^T>x Dx, frdi'^) ^^^^^ muni d'une structure canonique de D^'-bimodule à gauche. 
De même, en remplaçant « à gauche » par « à droite » ou le symbole « d » par « g » ou en passant aux 
complexes. 

Pour tous £ G D(*D^QC''r)) et G D+(*D^QC''r),«D^Q('''r)), on obtient ainsi les deuxièmes isomor- 
phisme des composés : 

f^RHom^^ie.,^) ^ R:Kom^_,:^^{f-'e,fl^^) ^ R:Kom:^Jf^{e),f^^^{^)), (3.2.6.1) 
flJ^:Kom^^{e,^) R3iom^_,^^{f-'E,fl^^) ^ R:Kom^Jf^ie.),fl^{^)). (3.2.6.2) 

De même, pourtous E eD-{'V]^_QCT)),9' £ D-{'T)]^QCT),''D'^^QCfT)), 

/r,d(£ ®~o^ ^) ^ /"'(£) fU^) ^ M^) fU^) (3.2.6.3) 

On remarque que la structure gauche de £ ~ 3^ étant celle du produit tensoriel, /| „ ( £ ® ^ ^) /l ( £ ) 

/| g(3") (pour ce dernier isomorphisme, l'hypothèse que / est un isomorphisme est superflu, mais il faut 
ajouté le décalage [dx'/x])- 

3.2.7. Soit £ G Dparff D^Q(^r)). On note ^ : ffB'j-{E) ^ B'^ffiS.) l'isomorphisme défini comme suit 

^ : /|D'r(£)^M5fom5^,(/|(£),/|,d(P3e<8ô^S^')t))[^x] 

^ R^Kom^^^ (/■ £, (Vx ^0^, ^x)^)[dx'] = Br/r(£), (3-2.7.1) 

oîi l'isomorphisme de la première ligne (resp. deuxième ligne) est 3.2.6.1 (resp. 3.1.8). Il en découle l'iso- 
morphisme : ffOri^) fj-Wj-{£,) I])j,ff{E) Dr//^(£), que l'on notera à nouveau ^. 

Grâce à 3.1.7.1 et 3.2.1.4, on obtient le composé : 
/■ oDr(œ3e®ô^ £) ^ /r(rô3e®ô^ œ)r(£)) ^ «^e' ®ô^, /r(^r(£)) 4^ ^^x' ^g^, ^'Afk^)) 



T'{(ùx , /r (£)) ^ Br o/|(cOx®ro. £) (3-2.7.2) 



encore noté ^. Pour tout M G Dparf(2)^Q('''r)''), on a ainsi l'isomorphisme ^ : fj.OT{M.) ^ Or //-(M). 

Remarques 3.2.8. Grâce au diagramme de droite de 3.1.8.2, avec les notations 3.2.7, on aurait pu définir ^ 
comme suit : 

^ : f^BT{E)^R:Kom^Jf^{E),fl,i^x^^^^^'))[dx] 
^ R:Kom^ Jf X ®o^, S^/)t)[û?x] ^ ^rfri^)- (3.2.8.1) 

Avec la remarque de 3.1.8, on vérifie que lorsque / est l'identité ^ est l'identité. 
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Proposition 3.2.9. Soit M e Dp^CV^^^^C^T)). Le diagramme 

/r,+/^]D)T(M) ^/r,+]D)r/r(M) 
a'ljDj,(jn:)|~ ~jZ 



(3.2.9.1) 



Dr (M) 



i>TfT,+ffm 



est commutatif. De même, en remplaçant D par W. 

Démonstration. Comme les carrés de droite, de gauche, du haut et du bas du diagramme 



P 



/r,+/|Br(M) 

a'UiBj.(M) 

Bt{M)' 



fT,+fT%{M) 
I ^ 



■/r,+Br/t(M) 



B'j,(M) 





X 


ID)^adj_^ 





■/t,+D'3~,/|(M) 



I)'5./r,+/|(M) 



(3.2.9.2) 



l)r/r,+/r(M) 



sont commutatif, il suffit de prouver la proposition pour W. De même, grâce à 3.1.7.1, 3.1.7.2, 3.2.1.3 et 

3.2.1.4, on vérifie que le cas où * = g se déduit du cas * = d. Traitons donc ce dernier. Pour tout 5" G 

Dparîi^'D^xo^' '^^^^'^^ ^^^^^^^ ^^^^^^^ f*(^^ ®à ^ f*{(^x')®?)v3^ (^x^ô^^, 

ï proj' * Tr * 

OÙ proj' a été défini en 3.2.2.1. 

Soit £ € Dparf('^I'^Q(^r)) tel que M = Cû^ (g; -^ £. D'après 3.2.5, par fonctorialité en l'isomorphisme 
By(c5x®Q^ £) B7-(£), le composé de gauche du diagramme ci-dessous 



/*B'r/i^(cûx®ô^£) 



/*/r©r(rax«>è3^£) — 
/*/|(co^®Ô3^Br(£)) 
/.(a)x'®à^,/TBr(£))- 
W3e(8)ô^Br(£) 

Wt{(03c^^ £) -^^ ^ KM^x ^ô^, /!(£)) B'^/,/|(co^®ô £) 

(3.2.9.3) 

est égal à adjjj/^j-^^g,. g). Avec 3.2.5, le composé du bas est B'^^adj^^^^^ g. Ainsi, le contour de 3.2.9.3 

correspond à celui de 3.2.9.1. Le rectangle du haut est commutatif par définition (3.2.7.2), celui en bas à 
droite l'est par fonctorialité. Enfin, via 3.2.3.1 et 3.2.8.1, on établit par un calcul local (où /* est le foncteur 
oubU et où on identifie (ùx à Ox grâce à la base dt\/\-- ■ l\dtd etc.) celle du rectangle en bas à sgauche. 

□ 

Remarques 3.2.10. Avec les notations de 3.2.9 et dans le cas à gauche, il résulte de 3.2.9 et de 4.2.2.2 que 
l'isomorphisme ^ est égal à l'isomorphisme 0/,r,3vt défini en 4.2.1. 

3.3 Preuve de la compatibilité aux images inverses par une immersion ouverte 

3.3.1 Convention. On pose ici := 'Qx^^)<^ := ^x®Oy, Ox, := I'x(^7')q- De même en ra- 
joutant des primes. 
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Soient £ un ©x-module à gauche et 9" un ©x-bimodule à gauche. 

Pour calculer le produit tensoriel 5i '■= 3^ £, on prendra la structure droite de 9". Par fonctorialité, 
Si est muni d'une structure de D^-bimodule à gauche. Par convention, la structure gauche de Si sera celle 
induite fonctoriellement par la structure gauche de 3^ et la structure droite sera celle induite par le produit 
tensoriel. 

Lorsque l'on choisira d'inverser ces deux structures, on notera S2 '•= 9^<2>7; £• Ainsi, S2 = Si sauf que 
la structure droite de Si est la structure gauche de S2 et vice versa. 

Pour calculer Sa := £ <8)ô^ 3^, on prendra la structure gauche de J. Par convention, la structure gauche 
de S 3 sera la structure induite par le produit tensoriel et la structure droite sera celle déduite de la structure 
droite de 9^. 

On définit de même £ 0- 5" comme étant le D^e-bimodule à gauche égale à S3 modulo un inversement 
de ses structures gauche et droite. 

Afin de prouver la proposition 3.3.9, établissons d'abord les lemmes qui suivent. 
Lemme 3.3.2. Soient £ G Z)-f ^x), 3' e D+{'T)x,'Tix) et S e AdffDx). Le diagramme 

f]^{RJiom^^{£.,^)®^^ S) ^f^{R%om^^{E,3'^^^ S)) (3.3.2.1) 

/^(M5£omi3,(£,:r))®|^y|(S) M?{omî,^,(/|£,/|_,(:r®|^S)) 

R^Komï,^, (/r £,/r,d^) /r (S) ^ MIKomî,^, (/^£,/^,d(:?) /^(S)), 

dont les isomorphismes V x-Unéaires horizontaux sont les isomorphismes ([Car05a, 2.1.26]) et dont deux 
des flèches verticales sont 3.2.6.1, est commutatif. 

Démonstration. On résout 5" injectivement et S platement. La commutativité de 3.3.2.1 découle alors d'un 
calcul local. □ 

Lemme 3.3.3. Soient £ G D-C'Vx), 3" G £>"C23x) et S G D+C^^x/Î)^)- Le diagramme 

f^R3{om^^ (£ y, S) ^ ^ f^RJiomv^ (£,MJ{omô^ (3^, S)) (3.3.3.1) 

MJComî,^, (/^(£ 3^),/r,dS) R3{omi)^, (f^E-J^^^R^iom^^ ( S)) 

où les isomorphismes T> x-Hnéaires horizontaux sont les isomorphismes de Cartan ([Car05a, 2.1.34]), où les 
isomorphismes verticaux du haut (resp. en bas à droite) découlent de 3.2.6.1 (resp. 3.2.6.2), est commutatif. 

Démonstration. On résout J par D^-modules à gauche plat et S par des D^-bimodules à gauche injectifs. 

□ 

Lemme 3.3.4. Soit £ un "Dx-module à gauche. Avec les notations de 3.3.1, on dispose du diagramme com- 
mutatif : 

(Dx®à^ c5^') £ £ c5^') (3.3.4.1) 

(2)x®Ô3^œ^')t®Ô3,£ £0ô^(Dx®ô^œ^')t 



45 



Daniel Caro 



Démonstration. En utilisant les caractérisations de [Ber96a, 1.3.1 et 1.3.3] des isomorphismes de transposi- 
tion, on calcule que l'image de (1 (g)(o) (8)e, avec e (resp. co) une section locale de £ (resp. cOcg'), ne dépend 
pas du chemin suivi. On conclut par Iix-linéarité. □ 

Afin d'établir le diagramme commutatif 3.3.7.3, nous aurons besoin des deux lemmes ci-dessous. 
Lemme 3.3.5. Soit 9 eD{^T)x).Le diagramme ci-après 

/|,d(P3e®œS')t®ô^ S) c ^ , (5,e(8)œ^i)t) (3.3.5.1) 

/r,d(Px®«x)t)®53,,/r(S) /r(S)®è^,/r,d(P^e®â)^^)t) 

Y4(S)®»-' 

dont la ûèche en haut à droite est 3.2.6.3 et dont les ûèches horizontales dérivent fonctoriellement de celle 
du bas de 3.3.4.1, est commutatif. 

Démonstration. Cela se vérifie par un calcul local. □ 
Lemme 3.3.6. Soient £ G £)(^!Dx), 5" G Djjjf {^'t'x, '^î'x)- Ou bénéficie du diagramme commutatif ci-dessous : 

fhéi^^ ^~o^ ^) 4/R:Komà^ (£, 3^)) (3.3.6.1) 

dont la ûèche en haut à gauche est 3.2.6.3 et celle de droite est 3.2.6.2. 

Démonstration. On résout 3^ platement et Ox injectivement puis on conclut via un calcul local immédiat. 

□ 

3.3.7. Soit £ G D{^'I)x). En appliquant 3.3.5.1 à S = S."^, on obtient le carré supérieur du diagramme : 

/|^d(Px«)c5^')t®ô e^)-^/r,d(e''®ôx )t) (3.3.7.1) 

(D^, 0Cû^/)t ®ô /|(£^) ^ /^(£^) 05 (2)36' Cû^i), 

Le carré du bas est commutatif par fonctorialité. Le diagramme 3.3.6.1 utilisé pour = (Dx® ro^^)t donne 
le carré du haut de : 

fU^^^l^ (Dx<8œx )t) ,^/|,d(MîKomôJ£, (5x005^1)0) (3.3.7.2) 

/r(£)^®~^/r,d((2?3e®%')t) M?{c;mô^ (/!(£) j|_,((î)x(8Ô5x)t)) 

/|(£)^ (Dx' ® rô3pi)t M5£omc)^ (/r (£), (^X' ® «x' )t)- 

On bénéficie par fonctorialité de la commutativité du carré du bas et donc celle 3.3.7.2. En composant 3.3.7.1 
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et 3.3.7.2, on obtient ainsi le diagramme commutatif : 



(2)3P ® rà^i), ®ô /|(e)v M?{£,mô^ (/!(£), (Dr ® œ^^)t). 



(3.3.7.3) 



3.3.8. On rappelle que E est un isocristal sur Y surconvergent le long de T. On notera par la suite £ : = sp^ (£), 
f*{E) l'image inverse de £ par / (voir [Ber96c, 2.3.2.2]) et/*(£) := 03e'(^r')Q(8>/-iOx(tr)Q/"^£- On vérifie 
à la main la commutativité du diagramme ci-dessous : 



sp.r(£^) -^rsp,(£:^) ^r(sp,£)v : 



(/*£)v. 



(3.3.8.1) 



Avec 3.1.3, on a les isomorphismes canoniques /*(£) /r(£) — /^^(fi)- H résulte alors de l'iso- 
morphisme canonique /*(£^) ^ Tlfi)"^ les suivants /r(£^) ^ et /j : (£^) ^ fri^V- 

Proposition 3.3.9. Avec les notations 3.3.8, le diagramme 

/^'(Bt(o^(tr)Q)0o,(tr)Q£") — ^^'d;(£) (3.3.9.1) 

/;B^(Ox(^r)Q)®o^,(tr)Q/T'''(£^ 

, (0^ Ct%) «)o^,(tr )q /i-' (£)^ B^,/^,' (£), 
où ies isomorphismes horizontaux dérivent de [CarOSa, 2.2.1], est commutatif. 
Démonstration. Le carré 

où l'isomorphisme de droite se construit de manière analogue à 3.2.7, est commutatif. On se ramène ainsi à 
prouver la commutativité de 3.3.9.1 sans t- Rappelons que les isomorphismes horizontaux de 3.3.9.1 sans t 
sont construits dans [CarOSa, 2.2.1]. 

D'après 3.3.2, on bénéficie de la commutativité du deuxième carré du haut du diagramme : 

/•,(]RJ{omi^(àx,î)x®rô3£i)®Q^£V) 

R:Kom^^,(/|03e,/|4(Px®c5^^)t)®ô^,/|(£'')- 

M?{omi^,(0x',ï'x'®râ^^)®à3e,-^ï'(^)'' 

(3.3.9.2) 

Celle des autres carrés se vérifient par fonctorialité (pour le deuxième du bas, on dispose des isomorphismes : 
/Id((^3e<^^x )t) ^ (I'x'(8)ro^^)tet/|(£^) ^ /|(£)^). Ainsi, 3.3.9.2 est commutatif. 



^ fTRJiom^^ (Ox, ■^x ^ Wx ®à3e ^""^ 

-/|MJ{omBjOx,(15xC3Ôx')t^à:ï S"") 

■ ROiomv^, (/|Ox,/|,d((^3e<8 ô5^^)t) ®ô^, /!(£'')) 

M?{omB3,, (O^e', (2^X' ® «x' )t ®ô^, /r (fi)"") 
— - M?{omB^,(Ox',I'x' ® râ^/ ®ô , /r (£)'')• 
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D'après 3.3.4, le carré de gauche du diagramme : 

Vx^S) œ^' <8)5^ S,"^ fi"^ (^Q^ 5x «) — ^om^^ (8, î)^ œ^' ) (3.3.9.3) 

'^^P '^^P 

(D^e (8) œ^^)t £^ fi'' (^^e ro^^)t ^ MJ^om^^ (£, (D^e® roS^)t) 

est commutatif. Comme le carré de droite de 3.3.9.3 est commutatif par fonctorialité, il en résulte la com- 
mutativité de 3.3.9.3. On dispose du diagramme analogue à 3.3.9.3 en remplaçant £ par /]■(£) et X et X'. 
On construit fonctoriellement à partir de 3.3.9.3 (resp. de son analogue), le carré du haut (resp. du bas) du 
diagramme : 

ROiomi)^, (Ox, (Dx' ® œ^/)t «)ô^, — ^ MJCom^^, {bx','R'Kom^^^ {ffS., (©x Sx )t)) 

M?{om53,, (O^esîJ^e' ® rô^^ ®ô^, /j'(e)'') WKomT)^, (Ox,M5{omô^^ (/î,£,Dx (^ô5^/))- 

(3.3.9.4) 

On déduit de 3.3.7.3 que le deuxième carré du bas de 3.3.9.4 est commutatif. Comme les deux autres carrés 
le sont par fonctorialité, il s'en suit la commutativité de 3.3.9.4. 

Comme /| j((!Dx<8)ro^^)t) (Dx <8)ro^^)t et/j.(Ox) — ^ Ox, il dérive de 3.3.3 le carré du miUeu de 

/yMJ{omi^(Ox,MJ{omô^(£,5x«)c5x )) ^-^^ /rM?{omî)^(£,5x®c5^^) (3.3.9.5) 

~|P ~|p 

ffWKom^^ {Qx^R'Kom^^ (£, (©x® ro^^)t)) fjWKoniT)^ (£, (5x® Ô5x^)t) 

M?{om^^, (Ox,MJC£;mô^, (/|£, (©x ® c5^/)t)) ^ MJ^om^^,, (/|£, (©x' «8) œ^^)t) 
~jp ^ ~|p 

MJ{omB3,, (^^' ' K^omQ_^^ (/l £ , ©x ® rô^i ) ) . MJ{omè3,, (/r^ . ^^e' ® œ^/ ) , 

où les flèches horizontales sont les isomorphismes de Cartan ([Car05a, 2.1.34]). Comme les carrés du haut 
et du bas sont commutatifs par fonctorialité, le diagramme 3.3.9.5 l'est donc. 

On constate que les isomorphismes du haut et du bas de 3.3.9.2 (resp. 3.3.9.4, resp. 3.3.9.5) correspon- 
dent à [CarOSa, 2.2.1.5] (resp. aux compositions de [CarOSa, 2.2.1.2] avec [CarOSa, 2.2.1.4], resp. à [CarOSa, 
2.2.1.3]). On aboutit alors, en composant 3.3.9.2, 3.3.9.4 et 3.3.9.5 et en ajoutant le décalage [dx], au dia- 
gramme 3.3.9.1 sans f - D'où le résultat. □ 

3.3.10. Soient £ G £)(Ox,q) et 5" G D+(^I)^q,*D^q). De manière analogue à 3.2.6, on dispose des isomor- 
phismes : 

/■ (M?fomo^,J£,:J)) ^ R'Komf-,o^^[f-'2,jl,{3^)) ^ MIKomo,, jr£,/|,d(:f)) 

/'P^,q®Ox,q£) ^ /gPkQ)®/-'Ox.or'£ ^ ^X',Q®03e',Q/*(S)- (3.3.10.1) 
De même, pour tous £ G D-(Ox,q), ^ G D-(«D^Q(f r),«DÎ£^Q(1'r)), 

/!(£ ^^ox,^ ^) r <io,,Q fU^) ^ r £ ®o,',Q (3.3.10.2) 
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On dispose d'un isomorphisme canonique Br (Ox(^7")q) — ^ OxCT)q. La proposition qui suit signifie 
que celui-ci commute au foncteur ff. Nous aurons besoin pour sa preuve du lemme ci-dessous. 

Lemme 3.3.11. Soient £ G Z)(Ox,q) et 5" € Z)''f D^^/D^q). Le diagramme canonique 

fR3iom^,^JDl^0o^,^£,3^)^ 2^ /'(R5{^,mo^ J£,Ox,q) ^o^.q^) (3.3.11.1) 



-1 ~| 



X',Q 



^1 ~j 



est commutatif. 

Démonstration. Pour construire trois des flèches verticales de 3.3.11.1, on a utilisé respectivement 3.3.10.2, 
3.3.10.1 et 3.2.6.1. Le diagramme 3.3.11.1 est le composé des deux diagrammes suivants : 

f-ROiom^^^^ (Vl^ ®o^^ £, J) ^ 2^ f-R^Komo^,^ (£, (3.3.1 1.2) 

R5{c,m^^^ 00^, ^ r (£) Jj(:j)) ^ R3fc,mo^, ^(/*(£),/j(3^)), 

f R:Komo^^^{£.,3^) ^ /(M5fomo3e,Q(£,Ox,Q)®Ox.Q5') (3.3.11.3) 

r(MJ{omo3e,«(£,03e,Q))®O3,,Q/cl(?) 

R^omo^,jrie,),f^m^R:Komo^,jr{e.),(Dx',Q)^o^,j\m, 
dont la commutativité se vérifie, après avoir résolu injectivement 3^, par un calcul. □ 

Proposition 3.3.12. Le diagramme canonique suivant 

fTOT{0xCT)q)^]D>rfT{0x{^T)q)—^Bri0x'CT%) 
/l(03e(^r)Q) 03e'(+r')Q 

est commutatif. 

Démonstration. Par [Ber96a^ 4.3.12], il suffit de prouver la proposition lorsque T est vide. On notera 

:= D^jj (8)0^ (û^^ et (î)^Q)t := (î'îeQ ^x^\- Notons 7x le faisceau tangent de X et f^Q 
A"Tx le complexe de Spencer 

î^ko ®03t A^Tx ^ • ■ • ^ Î^^Q ®03e 7x ^ Î^^Q (3.3.12.1) 

(voir [BerOO, 4.3.1]). L'application canonique D^q — >^ 03e,Q envoyant un opérateur P sur P- 1 induit un quasi- 
isomorphisme '^xQ^'^x ^"^^ ^x,Q- L' isomorphisme canonique f*0.x ^x induit par duaUté le 
suivant 7x — * f*7x- Avec 3.3.10.1, on en déduit, pour tout entier r, le composé : /■ (©^Q "^Ox ^''Tx) 
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©Ip q f*{^'^'^x} q ^o^/ ^^"^x- On construit ainsi le diagramme suivant : 



fiVm®o^ A'^Tx) > -/'P^Q^Ox ^f^m (3.3.12.2) 

^^,Q ®o^, A^T^e' ^ > 003e, ^ ^r.o ^ O^e'.Q, 



dont les complexes horizontaux sont exacts (/' est exact). On vérifie de plus que 3.3.12.2 est commutatif. On 
obtient en particulier un isomorphisme f'{'^\q®Ox A'^^e) l'x' Q ^"^x- H en dérive aussi par 
dualité la commutativité du carré du bas de : 

/RJfom^,!^ JOx,q,D^,q) — ;^/'?C^>m^t^ JDÎe,Q®03e A'Tx,^]^,^) (3.3.12.3) 

R5{om2,^^^(03e',Q,D^,_Q) — ^ J<;om^t^^^(î)^^Q0o^, A*T3e',D^,Q). 

On établit par fonctorialité la commutativité du carré du haut de 3.3.12.3. D'où celle de 3.3.12.3. 
Le diagramme 

/!j{om^t^ JDÎe,Q®Ox,Q A-7x,Q,5îe,Q) ^ -/■(?t^'mo3e,Q(A-Tx,Q,Ox,Q) ®03e,Q ^x.q) 

f'^'^^vl^ ("^m ® ^.Q' (^x,Q)t) ^ /■ {'Komox^^ ( A-Tx,Q, Ox,q) ® Ox,« 

~j ^ -| 

(3.3.12.4) 

est commutatif. En effet, pour le carré du haut et les deux du bas, cela se vérifie par fonctorialité tandis que 
le dernier résulte de 3.3.11.1. 



Les deux carrés du haut et celui du bas du diagramme 



/' {^omo^,^ ( A-Tx,Q, Ox,q) ® o,e,Q '^m) 7Z /' (^^^,Q «)03e,Q ^^^q) (3.3.12.5) 

~|p ^ ~jp 

(^X,Q)t) 

'^omo^,,^{^"Jx',q, Ox',q) (^Oj-z^q I'x'.q ^ ^ ^X',Q "^Ox'.q ^x',Q' 

dont les flèches verticales du bas sont induits par /(j((I*^Q)t) (I*^/ Q)t fà^i'^^xo)^)' ^^^^ commu- 
tatifs par fonctorialité. Le dernier l'est par définition. 
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Par un calcul local, on établit la commutativité du diagramme ci-après : 



f (W3£,Q ®Ox,(i 2^^,Q ®Oxa ®x,q) - 

CO^,Q «)03,, Q ©^,Q ®0^,^^ CO^/q — 



-^/((Ox,Q<X)Ox,Q(«>3e,Q) 

-/'(03e,Q) 



(3.3.12.6) 



^ CÛ3£/,Q (8)o^,_Q CÛ3p_Q, 

OÙ la flèche horizontale du haut (resp. du bas) est induite par l'action à droite de ©I^q sur cûx,q (resp. de 
sur Cû3e',Q) tandis que celles du carré de droite découlent de l'action à gauche de sur Ox,q ou 
de celle de D^, ^ sur Ox',Q- On dispose d'un morphisme canonique entre les flèches de droite de 3.3.12.5 
décalées de [dx] et celle de gauche de 3.3.12.6. Via ce morphisme, en composant 3.3.12.3, 3.3.12.4, 3.3.12.5 
décalés de [dx] avec 3.3.12.6, on obtient le diagramme commutatif de 3.3.12. 

□ 

COROLLAIRE 3.3.13. Avec les notations 3.3.8, on suppose ici que f est une inunersion ouverte. Le dia- 
gramme 

sp.r(£^)-^/A£^)-^.^'(4(OxCnQ)®0:,(tr)Q£^)^^/r'''4(£) (3.3.13.1) 
où 1.1 et ^ ont été défini respectivement dans 3.3.8 et 3.2.7, est commutatif. 

Démonstration. La commutativité du carré de gauche est tautologique (voir 3.3.8). Il résulte par fonctorialité 
de 3.3.12 que le rectangle du milieu du diagramme : 



OrCnQ®o,,(tr)«/r(£") 



~|Ç(8iId 

^lfT{OxCT)Q)0O^,^tT%fTin 

-B+(Ox'mQ)®o^,(tr)a/r(£^) 



(3.3.13.2) 



est commutatif. Comme les carrés supérieur et inférieur le sont par fonctorialité, 3.3.13.2 est commutatif. En 
composant 3.3.13.2 et 3.3.9.1, on obtient 3.3.13.1. □ 

Remarques 3.3.14. Avec les notations 3.3.8, on se note g : X" ^ X' une seconde immersion ouverte et 
T" := gQ^{T'). On bénéficie par fonctorialité du diagramme commutatif : 

sp,(/og)*£v sp,g*r£^ sp,g*(rÊ)v sp,(g*/*£)^ sp,((/og)*£)v 

r^'^ 

(/og)^Drsp^£ — ;7^g^,/|Brsp^Ê ^^g^,Br/|sp^£ — ^Br'g^,/|sp^£ ^^Br'(/og)^sp^£. 

(3.3.14.1) 
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De plus, par transitivité des isomorphismes de commutation des duaux aux images inverses (extraordinaires) 
le composé du haut est l'isomorphisme canonique sp^(/og)*Ê'^ ^V*{if ° sT^Y celui du bas est 

(/og)-,Brsp^£ ^ ^T"{f°8)T^P*E. 



4. Commutation de sp_,_ aux opérations cohomologiques 

4.1 Commutation aux foncteurs restrictions et images inverses extraordinaires 

Nous reprenons les notations de 2.5.1. La proposition qui suit est immédiate. 
Proposition 4.1.1. Soient E un isocnstal sur Y surconvergent le long de Tx, CP' un ouvert de 7, X' := 
XnP' etT' :=Tr\P'.Il existe alors un isomorphisme canonique : STPx^'j>j sp^-z^g» j./_,_(Ê'|]x'[y,) 
fonctoriel en E. 

En particulier, en notant E Visocristal convergent surY associé à E, spx^v t + (.P')\ix ~^ sPy^u+(^)- 
Proposition 4.1.2. Soient T' c T un second diviseur de X et E un isocristal sur X\T' surconvergent le 
long de T'. On dispose de V isomorphisme : C'P)^Px^'J>,t' +iP') ~^ ^Px^vj + U^P^) fonctoriel en E. 

La preuve étant identique dans le cas général et afin de ne pas alourdir les notations, supposons T' = 0. 
La proposition résulte aussitôt des trois lemmes qui suivent. 

Lemme 4.1.3. Si {{Ea)aeA, (ilap)a,peA) £ lsoc^X,X, {'J'a)aeA/K) se recolle en E e lsoc\X,X/K), alors 
((7a£^a)a6A, (ilap)a,peA) recoUe en fE, où tj^p est l'unique isomorphisme rendant commutatif le dia- 
gramme : 



PlK UaEa) 

PlK U^E^) 



.t ap*/r- \ 
Ja^P2K (Ep), 



dont les isomorphismes horizontaux sont ceux de la commutation à l'image inverse des foncteurs de la forme 
/. 

Démonstration, i) Dans un premier temps, vérifions que la famille d' isomorphismes ri'^^ définit bien une 
donnée de recollement. 



Soit le diagramme 

apy* ap* .t/p x 
PllK PlK Ja(Ea) 



PlK Ja[Ea) 



Tl2 



P2p*jliEp) 



■ PUK Ja^lK 

t 



Pl2K V\afi) 
PUK PlK ^pl^P) 



apT* -t /„ \ I 



PllK Ja^PlK \E^) 



;t «Py*/'p 




a^PllK PlK \^a) 



.•t ^«py 

■'apyni2 



■^apY 

oPy* ap* 



JaPyPllK PlK l^pJ 



4pY#(^p)- 



Les carrés du fond, de droite et de gauche sont commutatifs par définition ou par fonctorialité. De plus, grâce 
à 2.3.1.2 et à la transitivité de l'isomorphisme de commutation des foncteurs de la forme aux images 
inverses, il en est de même des diagrammes du haut et du bas. Toutes les flèches étant des isomorphismes, le 
diagramme de devant est donc commutatif. En écrivant les deux autres diagrammes analogues à ce dernier, 
on vérifie la condition de cocycle. 

ii) Par hypothèse, il existe, pour tout a G A, un isomorphisme la : "aA:(^l]Xa[y„)' ceux-ci étant 

compatibles aux données de recollement respectives. Notons r[„p, la donnée de recollement canonique de 
(w^(^l]x„[a,„))(x€A, et r\'^p celle que l'on déduit pour la famille (yaM^(^^|]x„[y„))aeA. Dans le diagramme 
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suivant 



aB* / -f T- \ 
PlK [JaEa) 



j'apTlaP 



■pfiÂ<KiE\]Xa[vJ) 



Ja(,P2K (ip) 




îlâp 


s- 



y'apnap 



les carrés du fond, de droite et de gauche sont commutatifs par hypothèse ou définition, tandis que ceux 
du haut et du bas le sont par fonctorialité. Il en résulte que celui de devant l'est aussi. On obtient ainsi un 
isomorphisme {{jlEa)aeA, (ri'„p)(x,p€A) ^ ((iaM^(^|]X„[yJ)a€A, (llap)a,p€A)- 

iii) Il suffit alors de prouver que l' isomorphisme canonique m*j^(j"'"£'|]x„[j,^) — ^ jaul^{E\]Xay^) est 
compatible aux données de recollement respectives. Pour cela, il s'agit d'établir la commutativité du carré 
de gauche du rectangle du fond du diagramme 



aB* * .+ 1-1 «P* -t * I 

PlK UaKrE\]x„y^ ^PlK ;a"aJf^l]X„[a,„ 



"apJf/^l]Xap[a.„ 



1 


\ 1 


\ 


8 


TÏap 





PlK «pjf/^l]Xpb 



PlK ^P«p;f^l]Xp[y 



-^■/ap^ap/f^ll^apb^p- 



• t «P* * 1 



y'IpTlaP 



•t ap* ^ „| 
JapPlK «p;f^l]Xp[: 



<p*:/-^ll^apb„p 

(4.1.3.1) 

Le carré de droite du fond, les carrés de droite, de gauche et de devant sont commutatifs par définition. En 
outre, via 2.3.1.2 et par transitivité de l' isomorphisme de commutation des foncteurs de la forme aux 
images inverses, il en est de même des rectangles du haut et du bas. Comme les flèches de 4.1.3.1 sont des 
isomorphismes, il en découle la commutativité du carré de gauche du fond. □ 

Lemme 4.1.4. Avec les notations 2.5.2 et de 2.5.4, soient {{Ea)aeA, (6ap)a,p6A) £ Coh(Z, (J'a)a6A) et £ G 
Coh(X', "P) . Avec les notations de la preuve de 2.5.4, siJlecol{{Ea)aeA, (6ap)a,peA) £. alors '3lecol{{('Tr\ 
^a)£a)aeA, (9(j(p)a,peA) C'^){Q> ^ap ^st F unique isomorphisme rendant commutatif le diagranune : 

pf {CTnx^){e.a)) Crnz«p) opf 

(trnx„p)(e„p)t~ 



««pf 



;,f ((trnxp)(ep)) 



(trnx„p)o;,f (£p), 



où les isomorphismes horizontaux résultent de [Car04b, 2.2.18.1]. 

Démonstration. Analogue à 4.1.3 en remplaçant l'utilisation de la commutativité du carré de gauche de 
2.3.1.2 par celle de 2.1.11. □ 

Lemme 4.1.5. Soit ((£(x)aeA, (Tlap)a,peA) e lsoc^{X,X, (J'a)aeA/^). On note, via 4.1.3 puis 2.5.9.1, ^'^^ 
(resp. Q'^p) les isomorphismes canoniques de recollement de {jaEa,)aeA (resp. (sp^y«Ê'a)(x€A), tandis que 
ceux de (sp^£a)aeA (resp. {^T nXa)sTp^Ea)aeA) seront notés G^p (resp. Q'^^). 
On a l'isomorphisme ((sp^ya^a)aeAj (6ap)a,p6A) 

^ (((trnx«)(sp,Êa))a6A,(e;, p)a,P6A)- 
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Démonstration. Il s'agit de vérifier la commutativité du carré de droite du diagramme suivant : 

Ct nx„p)sp,Kl'^^a Ct nx„p)pf' sp,£„ pf (tj nx„)sp,£„ 



aB! •t/'i7 \ ()' 



(t7'nx„p)(sp,Ti„p) I 

(trnZap)sp,P2f£p^^ 



(+rnx„p)(e„p) | 



■pf (trnzp)sp,£p 



sp*P2^;p(%) 



P?'sp^;J(£'p) 



(4.1.5.1) 

Le carré de gauche est commutatif par fonctorialité. Ceux de devant et de derrière le sont par définition. De 
plus, grâce à 2.4.1 (les foncteurs de la forme et (^T) sont respectivement des cas particuliers d'images 
inverses et d'images inverses extraordinaires), les rectangles du haut et du bas sont commutatifs. Le carré de 
droite de 4. 1.5. 1 l'est donc aussi. □ 



Proposition 4. 1 .6. Soit le diagramme commutatif 

f 



r- 

Y- 



p'- 



(4.1.6.1) 



où y et y sont des V-schémas formels lisses, j et f sont des inmiersions ouvertes de k-schémas lisses, i et 
i' sont des immersions fermées. 

Le foncteur image inverse g* : Isoc\Y,X/K) Isoc\Y',X'/K), déûni dans [Ber96c, 2.3.2.(iv)], est 
canoniquement isomorphisme au foncteur /qj^ de 2.3.1. 

Démonstration. Dans un premier temps, supposons que X' =X,Y' = Y et que fo soit une immersion fermée. 
Notons ôyj, : P' ^ P' xPle graphe de /o, p\ : x § T ^ T' et /72 : ^ x § ^ les projections canoniques. 
Soient E un j^Ojx [g, -module à connexion intégrable et surconvergente et E' le j^O]x[y, -module à connexion 
intégrable et surconvergente correspondant (voir [Ber96c, 2.3.2(i)]). 11 s'agit de prouver l' isomorphisme : 
foAE)- Or, par construction, pl^iE') pIA^)- H en dérive ô)^_^pî^(£') ^ ^%,kP2k{E), ce 
qui se réécrit E' f^f^iE). 

De plus, le cas où le morphisme /o se relève en un morphisme / : — > ? est immédiat. Celui o\xX' =X 

et /() est une immersion est donc aussi résolu. 

Passons à présent au cas général. Le morphisme /o est le composé de l'immersion fermée ô/^ suivi de 
la projection P' x P ^ P dont 3" x § CP ^ constitue un relèvement. Les cas déjà traités nous permettent de 
conclure. □ 

Avant de prouver la proposition suivante, nous aurons besoin de la remarque ci-après. 
Remarques 4.1.7. Le foncteur £<oc construit dans la preuve de 2.5.4, s'étend, avec ses notations, en un fonc- 
teur de la catégorie dI^^{'I)1,{^T)q) dans celle des familles ((£a)a6A, (6ap)a,p6A)' où £« e D^ohi'^XaC'^ ^ 
^a)Q) et 9o(p : P2^' (£p) p^^' (£«) sont des isomorphismes ^ {^T nX(xp)Q-linéaires vérifiant la con- 
dition de cocycle Q'^p = ô^f^ o ô"! ^, où ôjf ^, B^f^ et B^f^ sont définis par les diagrammes commutatifs 
analogues à 2.5.2.1. 

Si £ e D^^^^{Dy(^T)Q), le morphisme canonique £oc(IRr^£) £oc(£) est un isomorphisme. 

Proposition 4.1.8. On garde les notations et hypothèses de 4.1.6 et on suppose qu'il existe un diviseur T 
de P tel que T' := /q^T) (resp. THX et T'DX') soit un diviseur de P' (resp. X etX') et tel queY=X\T 
etY' =X'\T'. 
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Pour tout isocristal E sur Y surconvergent le long de T r\X, on dispose de Visomorphisme : 

fonctoriel en E. 

Démonstration. Traitons d'abord le cas où CP et CP' sont affines. Comme fo se relève et, pour tout relèvement 
i' -.X'^y de l'immersion fermée X' ^ P', grâce à l'isomorphisme MF^' ~^ ° '^^ validé. 

Puisque cela est local en et J"', il résulte du premier cas que MF^z/^spjf^y j- _,_(£')[— (i^'/x] est un 
©^/(^r'jQ -module cohérent à support dans X' . Via 2.5.4, il suffit alors de prouver que l'on dispose d'un 
isomorphisme iLoc(spy^j>/ ji^fQj^{E)) LociWT^^i f^?,Çx^y j + {^)[~^x' /x]) (notations de 2.5.4). 

A cette fin, choisissons une application surjective p : A' ^ A, deux recouvrements ouverts affines 
(î'a)aeA de ? et (J'[n/)a'€A' de tels que /o se factorise par P'^, Pp(a')- On note alors X^ := X nPa, 
^ap '•=X nPaCiPp, ja : C CP, et de même en rajoutant des primes. De plus, choisissons des relèvements 
fa' '■ ~^ ^p(a')» 'a : ^ î^, : X'ç^ ^ T^^/ et ga' '■ Xp(a') des relèvements des factorisations 

induites par /o, /, /' et g. 

Grâce à 4. 1.7, le morphisme £oc(Mry /(jspj^^j, jj^{E)) iLoc(/5 spj^^y j^{E)) est un isomorphisme. 
On se ramène ainsi à établir Loc{sçx'^yi ,t' +foKi^)) — ^^^ifo^?x^7,T + i^)\~^x' /xï)- 

L'objet Loc{s^x'^'y,T'+foK{E)) correspond à la famille {s^pJ'*,J^,^{E\^^x^^^^,^[y^^^,^))a'eM^ dont les iso- 
morphismes de recollement sont induits par ceux de la forme s (voir 2.3.1.1). 

L'objet £oc(/5spjf^y y^(£')) est isomorphe à la famille [i'I; j'^ifl^Vx^vj +{^)[~^x' lx\)a'(^A' dont les 
isomorphismes de recollement sont induits par ceux de la forme x. 

Il résulte des isomorphismes 4ia'/d ^ 'a'/a'ip(a') — ^ 5a''p(a')4(a') Loc{fl?,Çx'^y T ^E)) cor- 
respond à la famille {ga'^^ç){a')^p(a') ^^x^yj + {^)[~^x' lx])a' eA' dont les isomorphismes de recollement sont 
induits par ceux de la forme T. Puisque £jOc osp^^^j, j^{E) sp^£jOc(Ê') puis grâce à 2.4.6, on obtient 

ceux-ci étant compatibles aux données de recollement respectives. On conclut ensuite via l'isomorphisme 
canonique 8 : «aV/a'/r- 

□ 

Corollaire 4.1.9. (i) Pour tout isocristal E sur Y surconvergent le long de Tx, on dispose d'un isomor- 
phisme spx^9 T + i^*^) F*^Px^v T + i^) fonctoriel en E. On notera 7^-Coh(Z, T), la catégorie des 
F -'Dj,{^ T)Q-modules cohérents à support dansX. 

(ii) Le foncteur sp^^y 7-+ : F-Isoc'^(Y,X/K) F-Coh{X, T, T) est pleinement Mêle et son image 
essentielle est constituée par les F-'Dtp{^T)Q-modules cohérents £ à support dans X satisfaisant la condition 
suivante : 

(*) pour tout ouvert 3" de T tel que l'immersion fermée X HP' ^ P' se relève en un morphisme v : 
X' T' de V -schémas formels lisses, le faisceau ^'{El'y) est Ox',qCT r\X')-cohérent. 

Démonstration. L'isomorphisme sp^^^y y_^_{F*E) F*spx^v T + i^) résulte de 4.1.6 et de 4.1.8. En ef- 
fet, pour tout !Dj,(^r)Q-module cohérent £ à support dans X, le faisceau F*{E) est aussi à support dans 
X et donc Rr^F*(£) ^ F*(£). Le foncteur spx^yj+ induit donc le suivant F-lsoc'' (Y, X /K) F- 
Coh(X, CP, T). La fidélité de celui-ci résulte du cas sans structure de Frobenius (2.5.10). Pour la pleine fidél- 
ité, soient E et E' deux objets de F -Isoc^ {Y , X / K) et g un morphisme sp^^v t + ^ ^Px^T T + i^') 
commutant à Frobenius. D'après 2.5.10, il existe un morphisme f : E ^ E' dans Isoc\Y,X/K) tel que 
^Px^vj +{f ) = 8- Puisque le foncteur spx^y>^T+ (sans structure de Frobenius) est fidèle, le morphisme / 
commute à Frobenius. On a donc vérifié la pleine fidélité. Enfin, la description de l'image essentielle découle 
de celle de 2.5.10 ainsi que de la pleine fidélité de sp^^y j-.,. (sans structure de Frobenius). □ 
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Remarques 4.1.10. Les isomorphismes 4.1.8 et 4.1.2 sont compatibles à Frobenius. 

4.2 Isomorphisme de commutation des foncteurs duaux aux images inverses extraordinaires par une 
immersion 

Cette section est dédiée à l'établissement du résultat suivant : soient f : X' ^ X une immersion de V- 
schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que T' ■.=f~^{T) soit un diviseur de X', £ GD^Qj^(*^D^(^r)(Q) à 
support dans l'adhérence schématique X' de X' dans X. On construit, via 4.2.5. 1, un isomorphisme canonique 
6/,r,£ : /^^^^(fi) — ^ I^r'/Kfi)- Celui-ci est en outre transitif pour la composition d'immersions (voir 4.2.8). 

4.2. 1 . Soient g:di' une immersion fermée de V-schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que T' := 
T nX' soit un diviseur de X'. Pour tout £ G D^ohi^'^XQC'^)) ^ support dans X', on définit l' isomorphisme 
6g,r,£ : gj- o]D)7(£) Dr og^(£) via le diagramme commutatif suivant : 



^ g^Brgr,+gke) < "'y' g'rgT,+BrgU^) (4.2.1.1) 



On pourra le noter plus simplement 0g y ou 0g g voire 0g. 

4.2.2. Avec les notations de 4.2.1, on aurait pu définir d'une seconde façon, via le diagramme commu- 
tatif 4.2.2.2, l'isomorphisme 0g,T,£ : pour vérifier la commutativité de 4.2.2.2, on remarque d'abord que les 
contours des deux diagrammes ci-dessous : 

gr,+grlOr(£) gr,+g^]D)rgr,+gk£) Drgr,+gr(£) (4-2.2.1) 

-^i^^ adj '"'1'^* adj 

gT,+'^T'gT{^) 8T,+gTST,+'^T'gT{^) gr,+Br'gr (£) , 

gr,+g^Or(£) ^ ID)r(£) Drgr,+gT(£) (4-2.2.2) 

gr,+Brgr(£) gr,+Brgr(£)> 



sont égaux. En effet, les composés des morphismes du haut sont égaux par fonctorialité (on établit la commu- 
tativité du carré correspondant), tandis que pour ceux du bas, cela découle fonctoriellement d'une propriété 
standard des foncteurs adjoints. Or, le carré de gauche de 4.2.2.1 est l'image de 4.2.1.1 par gT^+. La com- 
mutativité de celui de droite étant fonctorielle, il en résulte celle de 4.2.2.1. Ainsi, 4.2.2.2 est commutatif. 
Comme g est une immersion fermée, d'après l'analogue p-adique de Berthelot du théorème de Kashiwara, 
la commutativité de 4.2.2.2 détermine 0g. 

Proposition 4.2.3. Soient g, g' : X' ^ X deux immersions fermées de V-schémas formels lisses telles 
que go = gQ, T un diviseur de X tel que T' := T dX' soit un diviseur de X'. On dispose du diagramme 
commutatif : 



g^Br(£)^rorgk£) (4-2.3.1) 
g';Br(£)-r^Brg'r(£). 
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grXggT 



Démonstration. Considérons le diagramme suivant : 



(4.2.3.2) 



g'rOradj 



8'TOTg'T,+8'm 



grXg'gT 



8'T8T,+^T'gm 



"g'.r.e 



Il découle de [Car05d, 2.4.4.2] et [Car05d, 2.5.1] (ou [Car05d, 2.6.2]) que les carrés de droite, de gauche et 
de derrière sont commutatifs. Comme les deux horizontaux le sont par définition (4.2.1.1), le dernier carré 
de 4.2.3.2, celui de devant, est donc commutatif. □ 

Proposition 4.2.4. Soient g' : X" di' et g : di' ^ di deux immersions fermées de V-schémas formels 
lisses, T un diviseur de X tel que T' := g^^ (T) (resp. T" := g'~^{T')) soit un diviseur deX' (resp. X"). Pour 
tout £ G ^cohC^x q(^-^)) ^ support dans X", le diagramme 



^T''gUH^)^^g'r^T'gm -i— 

V(gog')ke)- — 



-g«,g^Dr(£) 
(gog')rBr(£) 



est commutatif. 



Démonstration. Quitte à alourdir les notations, on suppose que le diviseur T est vide et on n'indiquera pas 
«(£)». Considérons le cube ci-dessous : 



^jg'-g-g+g'+W'g- 



..yS'W-g'- 



adj„, 



g -Bg+g g- 



^^^g-g+Bg^g g- 
adj. 



Xg 



/■g-^g+g'+g'-g- 



I „/!„! 



adj 



fg- 



fUg'- 



g'-g-gog'+W'g- 



'■OS 'SO" 



? -g-Og+g- 



Xeoe' 



g"-g-Bgog'_^g"-g'- 



Xpop' 



"adj. 



gog'-Bigog'^gog'' 



■gog'H 



(4.2.4.1) 

Le carré du fond de 4.2.4.1 correspond, en omettant les termes g- et g'-, au diagramme signifiant la transitivité 
des isomorphismes de la forme %. Celui-ci est donc commutatif. Par fonctorialité ou définition (4.2.1.1), on 
obtient la commutativité de la face du bas. On vérifie de même celle de la partie gauche de la face supérieure 
de 4.2.4.1. Sa partie droite s'identifie (i.e. les composés des contours respectifs sont égaux) au contour du 
diagramme commutatif 

adj„ 



/!Tn,„! 



,/!„! 



g'-g'-^ 



g'gg+il])g'^g'-g- 

g'-g-Jig+g- g -g-Ug+gj^g g-. 



La face du haut de 4.2.4. 1 est donc commutative. 
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En appliquant g"g'B au carré de gauche de 1 .2. 1 1 (en remplaçant fetg par g et g'), on obtient le rectangle 
supérieur de 



■ni 



■ g'-g-Bg+g- 

adj.„„/ 



adj^ 



adj_ 



^g'-g-Iig+g'+g'-g- 

7Z ^g-g-OgOg^gOg- 

■gog'-Bgo g'_^g o g" g'-g-Bg o g'^g'-g- . 



(4.2.4.2) 



8°8' 

Le diagramme 4.2.4.2 est donc commutatif. Son contour, i.e., le carré de droite de 4.2.4.1 l'est donc aussi. 
De même, on obtient la commutativité du carré de gauche de 4.2.4.1. 

Comme les flèches de 4.2.4.1 sont des isomorphismes, comme cinq des faces du cube de 4.2.4.1 sont 
commutatifs, le dernier, i.e., celui de devant, égal à celui de 4.2.4, est commutatif. □ 

Lemme 4.2.5. Soient f : X' •-^ X une immersion de V -schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que 
T' := (r) soit un diviseur de X', £ G ^coh(*-^x(^'^)Q) ^ support dans l'adhérence schématique X' de X' 
dansX. 

Choisissons ^ un ouvert de X tel que f se factorise en une immersion fermée g : X' ^ En notant j : 
y C X l'inclusion, l'isomorphisme composé 

/|Dr(£) ^ ^rnF77-E)(£) =5rnF©rnyir(e)^®rgrnF;T(£) ^ Br/r(e) (4.2.5.1) 
ne dépend pas du choix de la factorisation de f par g et j. 

Démonstration. Pour le vérifier, quitte à alourdir les notations, supposons le diviseur T vide. Notons 
l'ouvert de X dont l'espace sous-jacent est X \ {X'\X'). Comme y C et que le morphisme induit (par g) 
X' '-^^0 est une immersion fermée, on remarque qu'il suffit de prouver cette indépendance lorsque / est une 
immersion fermée. Supposons donc / est une immersion fermée. Considérons le diagramme ci-dessous : 



//+/'»(£) 



•/D(£) 



adj/ 



8+^8- fi^) 



I 

8+8Wi^) 



adj. 



■B/(£) 



•/©/+/!(£) (4.2.5.2) 



?+g7'(£) 



■■8+'^8-fi^), 



dont les flèches verticales se déduisent des isomorphismes canoniques f - g-f et g+. Il résulte 

de 4.2.2.2 que les faces horizontales sont commutatives. La commutativité des faces de devant, derrière et de 
droite se vérifie par construction de % et adj. Comme toutes les flèches de 4.2.5.2 sont des isomorphismes, 
il en résulte celle du carré de gauche. Via l'isomorphisme canonique //+ g+ et grâce à l'analogue p- 
adique du théorème de Kashiwara, le carré de gauche de 4.2.5.2 dont on a enlevé les termes et g+ est 
alors commutatif. Cela se traduit par le fait que le composé 4.2.5.1 est 9/. C.Q.F.D. 

□ 

Notations 4.2.6. Avec les notations de 4.2.5, on désignera par 0/,r,£ : /rBr(£) —>■ ^T'/ri^) l'isomor- 
phisme 4.2.5.1. 

Proposition 4.2.7. Soient f, f iX'^X deux immersions de V -schémas formels Usses telles que fo = /q, 
T un diviseur de X tel que T' := f^^ (T) soit un diviseur de X'. On bénéficie du diagramme commutatif : 



'^f' ,f '^'^ 
/^!Dr(£) 



v/|(e) 

'r/f'(£)- 



(4.2.7.1) 



58 



X)-MODULES ARITHMÉTIQUES ASSOCIÉS AUX ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS. CAS LISSE 



Démonstration. Notons l'ouvert de X dont l'espace sous-jacent est X \ {X'\X'), j : C X l'inclusion 
canonique, g et g' : X' ^ les immersions fermées factorisant respectivement / et /'. Il suffit de prouver 
que le diagramme 

/|Dr(£) ^^gWir^(£) ^^w^rnyikfi) -^^rgrnFir(£) ^^^r/7-(£) (4-2.7.2) 

-iV-/ ~iv.s V,4~ Q V.«|~ V./f-^ 

est commutatif. Or, grâce à 4.2.3, le deuxième carré de droite est commutatif. La commutativité du deuxième 
carré de gauche est évidente tandis que celle des deux autres se vérifie par transitivité des isomorphismes de 
la forme T. □ 

Proposition 4.2.8. Soient f : X' ^ X et f : X" ^ X' deux immersions de V-schémas formels lisses, 
T un diviseur de X tel que T' := f^^{T) (resp. T" := f'^^{T') soit un diviseur de X' (resp. X"). Pour tout 
£ G D^ohi'^'^ltC''^)'^) ^ support dans l'adhérence schématique deX" dansX, le diagramme 

(/o/)^I])r(£) -BH/o/O^fi) (4.2.8.1) 

^1 e e,, 
/^1/^Bt(£) -/^lBr/|(£) -Br'/;.v/|(£) 

est commutatif. 

Démonstration. Par [Ber96a, 4.3.12], on se ramène au cas où T est vide. On désigne par y (resp. y') un 
ouvert de X (resp. X') tel que / (resp. /') se factorise en une immersion fermée g : X' ^ (resp. g' : 
X" ^ y'). Soit y" un ouvert de y tel que g-\T) = On note ; : ^ C X et / : y' C X' les inclusions 
canoniques. Par abus de notations, on désignera encore par / : C y et g : y' ^ les morphismes 
canoniques. Considérons le diagramme : 

/■/■B(£) % -/"B/'(£) % -B/"/'(£) 

g''/'g'/B(£) — ;^g''/g'D/(£) ^^g'!/Dgi/(£) ^^/B/'g!/(£) ^Bg''/!^!/(£) 
g"g'//B(£) ^^g"g'/D/(£) — ^g"g'D//(£) ^g"Dg'/!/(£) ^]D)g"g!/!/(£) 
gog'!//B(£) -;^gog'!/Dy!(£) -;^gog"B/;!(£) '-^ -Bgog"/!/(£) 

gog";o/B(£) -gog'!Djo/(£) -Bgog";o/(£) 

~l e , 
/o/"B(£) '-^ -B/o/"(£), 

(4.2.8.2) 

dont le contour correspond à celui de 4.2.8. 1 (on vérifie par transitivité que le composé de droite de 4.2.8.2 est 
le morphisme de droite de 4.2.8.1, de même à gauche). Il dérive de 4.2.5 que les rectangles du haut et du bas 
sont commutatifs. La commutativité du rectangle de la deuxième ligne résulte du fait que les isomorphismes 
de la forme 9g commute à la restriction à un ouvert. Celle du rectangle de la troisième ligne découle de 4.2.4 
tandis que celle du rectangle de gauche de l'avant dernière ligne est immédiate. Celle des carrés se vérifie 
par fonctoriaUté. Le diagramme 4.2.8.2 est donc commutatif. □ 

4.3 Commutation au foncteur dual 

Nous reprenons les notations de 2.5.1. 
Proposition 4.3.1. Désignons par E un isocristal sur Y surconvergent le long de Tx et par son dual. 
On a Visomorphisme canonique fonctoriel en E : ^'^x^vj +{^'^) By o sp^^y 7'_,_(Ê'). 

59 



Daniel Caro 



Démonstration. En remplaçant les foncteurs de la forme f ou i^T) par les foncteurs duaux respectifs, il 
s'agit de reprendre la preuve de 4.1.2. Par exemple, avec les notations de 2.5.4, grâce à 4.2.7 et 4.2.8, on 
vérifie pour tout £ € Coh(X, J", T) la commutativité des diagrammes ci-dessous : 

«ap^rnp„p(£|a>„p) -®rnx„p«;,p(£|y„p) (4.3.1.1) 

M|,]D)rnp„(£|Tj -pf •Brnx„«â(eb„) -^mx^,pfua{^WJ, 

<^^TnP^,(^W^,) -B'rnz^p"- p(£|?„p) (4.3.1.2) 

qui correspondent aux analogues des carrés horizontaux de 4.1.3.1. De plus, pour valider l'analogue du 
lemme 4.1.5, on utilise 3.3.13. 

□ 

Notations 4.3.2. Soient £('), J(') G LD^ A^^i^{T)) (voir [Car05c, 1.1]. On note 



Pour une définition des images directes et inverses extraordinaires à singularités surconvergentes le long d'un 
diviseur de ces complexes quasi-cohérents, on pourra consulter [Car05c, 1.1.7]. 

De manière analogue à [Ber02, 4.2.2], on dispose du foncteur lim : LD^ q^(î)|p*^(r)) ^ D(Îi3p("T)q). 

Celui-ci induit une équivalence de catégorie entre ^coh(-^î'(^-^)Q) sous-catégorie pleine de LD^ qc(-^y' (-^))' 
noté LD^^^i^(I)|p*^(r)) (voir [Ber02, 4.2.4]). Lorsque £(*), î't*) £ LD^^^^^^{T)P {T)), en notant £ := hm£(*) 
et 9" := lim?"^*), on pose 

4.3.3. L'isomorphisme d' autodualité de [Ber96b, 2.1.1] s'écrit aussi ]D)y,7-(lRr|-0j(T)Q[i/]) ^ Mr|-Oj(T)Q[J] 
où d := ~~dx/p la codimension de X dans P. On en déduit : J])yj{Mr}x^y{^T)q)[-ld] ^ Wr}x^y{''T)q. 
Cet isomorphisme ne semble pas compatible à Frobenius. En effet, lorsque Z = P, on retrouve l'isomor- 
phisme canonique : By 7-(0y(''^r)Q) — ^ Oyi^T)!^. Je n'ai pas de contre-exemple mais la compatibilité à 
Frobenius de ce dernier isomorphisme me paraît inexacte. 

Pour tout £ G ^-^coh(-'^a'(^'^)Q) ^ support dans X, avec les notations 4.3.2, on pose 

Bj,y,^(£) :=Ba,,r ((Bg,,r(MrlOa>(^r)Q)[-2^/])|;^(.,^j^£) . (4.3.3.1) 

Or, comme £ est aussi à support dans X, on obtient le deuxième isomorphisme : 

Krloy(tr)Qè;^(tr)/ ^ ^rl(e) ^ £• 

Il en découle l'isomorphisme B^ j> /-(fi) — ^ By 7'(£). Ce dernier n'est pas à priori compatible à Frobe- 
nius. 

Lemme 4.3.4. Soient u : X ^ 7 une immersion fermée de V-schémas formels lisses, T un diviseur de P 
telqueTx ■.= uô\T) soit un diviseur de X, £W G F-Lp^q^(5[^^(r)), G F-Lp^_q^(:Dj^(rx)). Avec Jes 
notations de 4.3.2, on dispose d'un isomorphisme compatible à Frobenius : 

Démonstration. Par les arguments habituels de complétion puis de passage à la limite sur le niveau, on se 
ramène au cas des schémas. Par passage de gauche à droite, cela correspond à [Car05d, 1.4.1] et [Car05d, 

60 



X)-MODULES ARITHMÉTIQUES ASSOCIÉS AUX ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS. CAS LISSE 



1.4.10.2] (on s'était contenté dans [Car05d, 1.4] de prouver le cas où £ = ©jj- ' et3^ = (ùx, mais la preuve 
est identique pour le cas général). □ 

Proposition 4.3.5. Désignons parE un F-isocristal sur F surconvergent le long de Tx et par E"^ son dual. 
On dispose de Visomorphisme canonique fonctoriel en E et compatible à Frobenius : 

sPz^a',r + (£'^) ^ ^*x.7.T°^Px^v,T + i^)- 

Démonstration. Comme Z et P sont lisses, par additivité, il ne coûte rien de supposer que Z et P soient irré- 
ductibles. Par application de Dy 7- (on dispose de l'isomorphisme de biduaUté qui est compatible à Frobenius 
[VirOO, n.3.5]) et en échangeant E et f^, il est équivalent d'obtenir un isomorphisme compatible à Frobenius 
de la forme : 

Bg>,r(MrlOg,(tr)Q)[-2J]|;^(tr)^jSPx^a',r+(^'') ^ ^vj^Vx^vj +{E) ■ (4-3.5.1) 

Supposons dans un premier temps que Z ^ P se relève en une immersion fermée m : X ^ de V-schémas 
formels lisses. Via [Car05c, 1.2.14.1], le terme de gauche de 4.3.5.1 est isomorphe à 

Da>,r(Mr+40y(^r)Q)[-2^]èî,^(tr)Q«r+sp,(£^). (4.3.5.2) 

Or, grâce au théorème de dualité relative compatible à Frobenius (voir [Car05d]), 

^])-yj{uT+UTQ7CT)^)[-2d\ UT+'Bx,Txu\'{0j>CT)Q)[-2d] ^ UT+'BxM'^d^Tx)Q)[-d] (4.3.5.3) 

Avec 4.3.4, comme UjUt,+ id ([Ber02, 5.3.3]), le terme de gauche de 4.3.5.1 devient isomorphe à 

«r,+(Bx,rx(O3e(^rx)Q)0o^(t7i)^sp,(£^)). (4.3.5.4) 

D'un autre côté, le terme de droite de 4.3.5.1 est isomorphe à 

UT,+Bx,T,sp^{E). (4.3.5.5) 

Dans le cas général oii Z T ne se relève pas, grâce à 4.1.9, il en résulte que les deux termes de 4.3.5.1 
sont dans l'image essentielle de sp^^y j-.,.. 

Soit 0" C ? \ r un ouvert affine de ? tel que Z nP' soit dense dans Z. Grâce à [Tsu02, 4. 1 . 1] et à [Ked04], 
(2-ième ligne page 2), 4.1.1 et 4.1.2, les deux termes de 4.3.5.1 sont isomorphes si et seulement s'ils le sont 
au dessus de T'. On se ramène ainsi au cas où T est vide et X ^ P se relève en une immersion fermée 
M : j£ ^ y de V-schémas formels lisses. Or, d'après [Car05a], on dispose d'un isomorphisme compatible à 
Frobenius : 

^x{Ox,q) ®o,,q sp,(£^) ^ IÎ3esp,(£). (4.3.5.6) 
Via la première partie de la preuve (4.3.5.4 et 4.3.5.5), en apphquant m+ à 4.3.5.6, on obtient à isomorphisme 
près 4.3.5.1 (avec T vide). 

□ 

Remarques 4.3.6. Si la conjecture [Tsu02, 1.2.1.(TC)] était validée, les preuves de 4.1.2 et de 4.3.1 seraient 
moins techniques et déhcates. En effet, en remplaçant [Ked04] par [Tsu02, 1.2.1.(TC)], de manière analogue 
à ce qui a été fait dans la preuve de 4.3.5, on se ramènerait au cas relevable. 

Le théorème qui suit fournit une application importante et prometteuse de nos constructions. Pour sa 
preuve, on pourra consulter [Car04a, 2.2]. 

Théorème 4.3.7. SoitE un F -isocristal unité sur Y surconvergent le long de Tx. Le faisceau spx^y,T + {E) 
est Vtp n-cohérent. 
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